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The paper analyzes the possibility of applying five different strength criteria (maximum 

stress criterion, Mises-Hill, Pisarenko-Lebedev, Fisher, Goldenblat-Kopnov) to calculating the 

strength of orthotropic shell structures. We consider shallow shells of double curvature, square  

in plan, panels of cylindrical and conical shells. A geometrically nonlinear mathematical model  

of their deformation, taking into account transverse shearing, is used. For calculations, the charac-

teristics of modern orthotropic materials are used, such as fiberglass and CFRP. An increase in the 

areas of the failure of strength conditions with increasing load is shown. 
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АНАЛИЗ ПРОЧНОСТИ ОБОЛОЧЕЧНЫХ КОНСТРУКЦИЙ  

ИЗ СОВРЕМЕННЫХ МАТЕРИАЛОВ В СООТВЕТСТВИИ  

С РАЗЛИЧНЫМИ КРИТЕРИЯМИ ПРОЧНОСТИ 
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В работе проанализирована возможность применения пяти различных критериев 

прочности (критерий максимальных напряжений, Мизеса – Хилла, Писаренко – Лебедева, 

Фишера, Гольденблата – Копнова) к расчетам прочности ортотропных оболочечных кон-

струкций. 

Рассматрены пологие оболочки двоякой кривизны, квадратные в плане, панели ци-

линдрических и конических оболочек. Использована геометрически нелинейная математиче-

ская модель их деформирования, учитывающая поперечные сдвиги. Для расчетов использо-

ваны характеристики современных ортотропных материалов – стеклопластика и углепластика. 

Показано развитие областей невыполнения условий прочности при увеличении нагрузки. 

Ключевые слова: прочность, критерий прочности, теория прочности, оболочки, углепла-

стик. 

1. Введение 

Прочность конструкций, подверженных воздействию внешних нагрузок, анализирует-

ся по предельному состоянию материалов, из которых эти конструкции изготовлены. 

Для изотропных материалов основные критерии прочности были разработаны в конце 

19-го века (Г. Галилей, Г. Ламе, А. Клебша, Ф. Мариотт, М. Навье, Ш. О. Кулон, И. Баушин-

гер, И. Максвелл, М. Т. Губер, Р. Мизес, Н. Генки и др.). 

Критерии прочности анизотропных материалов можно найти в работах И. И. Голь-

денблата [1–2], В. А. Копнова [1–3], Б. И. Ковальчука [4], А. А. Лебедева [4–5], Г. С. Писа-

ренко [5], Л. Фишера [6], Р. Хилла и др.  

Из анализа критериев прочности, применимых для ортотропных материалов [1–37], 

следует, что не существует одного универсального критерия прочности, поэтому приходится 

использовать несколько критериев с последующим анализом полученных результатов.  

Результаты таких сравнений можно найти в работах [16, 18, 26, 38, 39]. 

В исследованиях, посвященных прочности материалов и конструкций, достаточно ча-

сто встречаются критерий максимальных напряжений [26, 38], критерий Гольденблата – 

Копнова [12, 13], критерий Цая-Ву [26, 28, 31, 40], критерий Хоффмана [17, 26, 38], критерий 

Хашина [25, 27, 28, 30]. 

Среди недавних работ по развитию и применению теорий прочности следует отметить 

работы Mao-Hong Yu [41–43], С. В. Цветкова [40, 44], Н. А. Абросимова и А. В. Елесина [38]. 

Сравнительно мало работ посвящено применению различных теорий прочности  

к расчету оболочечных конструкций [22, 24, 26, 32–35, 38]. 

mailto:sw.semenov@gmail.com
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2. Постановка задачи и методы решения 

Цель данной работы – проведение анализа прочности различных по геометрии оболо-

чечных конструкций, выполненных из современных ортотропных материалов, на основе раз-

личных критериев прочности. 

Рассматрим пять критериев для случая плоского напряженного состояния, которые  

в единых обозначениях могут быть представлены следующим образом [39, 45]: 

 

 Критерий 1 – критерий максимальных напряжений 
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 Критерий 3 – критерий Писаренко – Лебедева  
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 Критерий 4 – критерий Фишера 

   
  

.
112

11
где,1

122121

122211
2

12

2
12

2
2

2
22

21

2211
2

1

2
11

















EE

EE
K

FFFF
K

F
ff

 

 Критерий 5 – критерий Гольденблата – Копнова 
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Для критериев 2 и 4 имеет место условие: 
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Необходимо учитывать, что перед использованием критериев Писаренко – Лебедева и 

Гольденблата – Копнова необходимо проверить условие совместности прочностных харак-

теристик материала (с учетом принятых обозначений): 
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Следует отметить, что в некоторых источниках в предельных значениях сжимающих 

напряжений знак «–» не показан. Для единообразия и согласованности записи критериев с 

вычисляемыми значениями предполагается, что значения сжимающих напряжений, а также 

их предельные значения, имеют знак «–».  

В формулировках критериев приняты следующие обозначения: 

3,2,1  – ортогональная система координат, соответствующая осям ортотропии мате-

риала; 

21, EE  – модули упругости в направлениях ортотропии 1, 2 [МПа]; 

2112 ,  – коэффициенты Пуассона; 


21 , FF  – предел прочности при растяжении в направлениях ортотропии 2,1  [МПа];  


21 , FF  – предел прочности при сжатии в направлениях ортотропии 2,1  [МПа];  

12F  – предел прочности при сдвиге в плоскости ортотропии [МПа]; 


45,1245,12 , FF  – пределы прочности на сдвиг по площадкам, наклоненным к основным 

под углом 45 [МПа]; 

332211 ,,   – нормальные напряжения в направлении осей ортотропии 3,2,1  [МПа]; 

231312 ,,   – касательные напряжения в плоскостях 32,31,21   [МПа]. 

Если оси ортотропии материала 1, 2 не совпадают с осями координат конструкции 

,, yx  то напряжения в конструкции xyyx  ,,  необходимо привести к направлениям осей ор-

тотропии 1, 2, используя формулы поворота системы координат. В таком случае в формулах 

критериев прочности можно будет использовать известные значения пределов прочности ма-

териала. 

В дальнейшем будем считать, что оси ортотропии 1, 2 совпадают с осями принятой 

локальной системы координат yx,  соответственно ( zyx ,,  – ортогональная система коор-

динат в срединной поверхности оболочной конструкции; yx,  – криволинейные координаты, 

направленные по линиям главных кривизн, z  – координата, направленная в сторону вогну-

тости оболочки, перпендикулярно срединной поверхности).  

3. Результаты и обсуждение 

Механические характеристики материалов рассматриваемых конструкций представ-

лены в табл. 1.  

Будем рассматривать пологие ортотропные оболочечные конструкции двоякой кри-

визны, прямоугольные в плане (рис. 1 а), а также цилиндрические (рис. 1 б) и конические 

панели, шарнирно-неподвижно закрепленные по контуру и находящиеся под действием 
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внешней равномерно распределенной поперечной нагрузки .q  Нагрузка направлена по нор-

мали к срединной поверхности. 

Таблица 1 – Механические характеристики материалов рассматриваемых конструкций 

Характеристика 
Углепластик [46] Стеклопластик [47] 

ЛУ-П/ЭНФБ M60J/Epoxy T-10/УПЭ22-27 

МПа,1E  5104,1   5103,3   510294,0   

12  3,0  32,0  123,0  

МПа,2E  41097,0   41059,0   41078,1   

МПа,12G  41046,0   41039,0   410301,0   

МПа,13G  41046,0   41039,0   410301,0   

МПа,23G  41046,0   41039,0   410301,0   

МПа,1
F  700  1760  508  

МПа,1
F  600  780  209  

МПа,2
F  27  30  246  

МПа,2
F  184  168  117  

МПа,12F  55  39  43  

МПа,45,12

F  – – 130  

МПа,45,12

F  – – 160  

Здесь 231312 ,, GGG  – модули сдвига в плоскостях ортотропии. 

 

 

 

а б 

Рис. 1. Схематичное изображение пологой оболочки, прямоугольной  

в плане и цилиндрической панели 
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Математическая модель деформирования таких конструкций строится из трех групп 

соотношений: геометрических (связывающих перемещения и деформации), физических (свя-

зывающих напряжения и деформации) и функционала полной потенциальной энергии де-

формации. 

Рассматрим геометрически нелинейный вариант модели, также учитывающий орто-

тропию материала и поперечные сдвиги (модель типа Тимошенко). В таком случае, неиз-

вестными функциями будут три функции перемещений  ;, yxUU    ;, yxVV    yxWW ,  

и две функции углов поворота нормали  ;, yxxx    yxyy , . Подробно используе-

мая математическая модель была рассмотрена в работе [48]. 

К модели был применен метод Ритца для сведения задачи нахождения минимума 

функционала к решению системы нелинейных алгебраических уравнений. Полученную си-

стему решали методом продолжения решения по наилучшему параметру [49]. Программная 

реализация осуществлена в среде аналитических вычислений Maple 2016. 

Анализ прочности материала конструкций проведем на примере следующих вариан-

тов оболочек. 

1. Пологая оболочка, квадратная в плане, с линейными размерами ,600hba   глав-

ными радиусами кривизны hRR 151021   и толщиной 09,0h  м, выполненная из углепла-

стика M60J/Epoxy. 

2. Панель цилиндрической оболочки с параметрами 20a  м; 4,5R  м; 01,0h  м  

и углом разворота   рад, выполненная из углепластика ЛУ-П/ЭНФБ. 

3. Панель конической оболочки с параметрами 501 a  м; 90a  м; 78,0  рад; 

01,0h  м, углом разворота   рад, выполненная из стеклопластика T-10/УПЭ22-27. 

Расчеты проводились при удержании 16 членов в разложении искомых функций в ря-

ды в методе Ритца )16( N . Для исследования прочности указанных оболочечных конструк-

ций будем рассматривать следующие критерии: 

 критерий максимальных напряжений (на графиках кривая Max , черный цвет); 

 критерий Мизеса – Хилла (кривая HM  , зеленый цвет); 

 критерий Фишера (кривая F , розовый цвет); 

 критерий Гольденблата – Копнова (кривая KG  , коричневый цвет); 

 критерий Писаренко – Лебедева (кривая LP , фиолетовый цвет). 

Следует отметить, что из рассматриваемых вариантов оболочек критерии Гольден-

блата – Копнова и Писаренко – Лебедева применимы только к варианту 3, так как для 

остальных рассматриваемых материалов не выполняется условие совместности прочностных 

характеристик из-за отсутствия данных о предельных значениях   45,1245,12 , . 

На рис. 2–4 представлены графики зависимости значений выбранных критериев rK  

от нагрузки q . Здесь rK  – левая часть критерия прочности, для критерия максимальных 

напряжений левую часть будем брать в виде .,,max
12

12

2

22

1

11







 


FFF

Kr  Момент перехода rK  

через единицу (начало невыполнения условия прочности) на графиках отмечен кружком.  

В табл. 2 приводятся значения предельных нагрузок начала невыполнения условий прочно-

сти, для рассматриваемых вариантов оболочек по выбранным критериям. 
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Рис. 2. Кривые зависимости значений выбранных критериев rK  от нагрузки q   

для конструкции варианта 1 

 

 

Рис. 3. Кривые зависимости значений выбранных критериев rK  от нагрузки q   

для конструкции варианта 2 

 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 1, 2018 

http://dream-journal.org                                        ISSN 2410-9908 

26 

 

 

For citation: Semenov A. A. Analysis of the strength of shell structures, made from modern materials, according to various 

strength criteria // Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures. – 2018. – Iss. 1. – P. 16–33. –  

DOI: 10.17804/2410-9908.2018.1.016-033.  

 

 

Рис. 4. Кривые зависимости значений выбранных критериев rK  от нагрузки q   

для конструкции варианта 3 

Таблица 2 – Значения предельно допустимых нагрузок для рассматриваемых вариантов  

оболочек в зависимости от критерия прочности 

Вариант 

Предельно допустимая нагрузка nlinq  по критерию 

Максимальных 

напряжений 

Мизеса – 

Хилла 
Фишера 

Гольденблата – 

Копнова 

Писаренко – 

Лебедева 

1 0,032, 12F  0,029 0,033 – – 

2 0,029, 
2F  0,030 0,030 – – 

3 0,0052, 
2F  0,0055 0,0055 0,0051 0,0032 

 

Как видно из рис. 2–4 и табл. 2, различные критерии дают близкие результаты.  

В табл. 3 показано развитие областей потери прочности для оболочки варианта 1 при 

увеличении значения нагрузки уже после начального разрушения материала по критериям 

максимальных напряжений, Мизеса – Хилла и критерию Фишера. При построении областей 

для критерия максимальных напряжений учитываются предельные значения по всем трем 

компонентам напряжений (сделано наложение областей). 
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Таблица 3 – Развитие областей потери прочности для оболочки варианта 1 
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Как видно из табл. 3, развитие областей потери прочности для различных критериев 

имеет схожий характер. 

В табл. 4 показано развитие областей потери прочности для оболочки варианта 3  

при увеличении значения нагрузки уже после начального разрушения материала по критери-

ям максимальных напряжений, Мизеса – Хилла, Фишера, Гольденблата – Копнова и Писа-

ренко – Лебедева. 

Таблица 4 – Развитие областей потери прочности для оболочки варианта 3 

 

Область потери прочности при нагрузке q  
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Как видно из рисунков и значений в табл. 2, 3 и 4, критерии максимальных напряже-

ний, Мизеса – Хилла и Фишера дают практически одинаковый результат. Критерий Голь-

денблата – Копнова дает также близкие к остальным критериям значения, но требует нали-

чия дополнительных данных о материале и выполнения условия совместности. Для критерия 
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Писаренко – Лебедева это также необходимо, но он дает результат, сравнительно отличаю-

щийся от остальных критериев.  

4. Заключение 

Так как предельные нагрузки потери прочности, найденные по критерию максималь-

ных напряжений, практически совпадают с аналогичными нагрузками, найденными по дру-

гим критериям, и, кроме того, в отличие от других критериев он еще указывает, по какому 

компоненту напряжений происходит потеря прочности, то в дальнейших исследованиях 

прочности оболочечных конструкций будем использовать именно его. 

Проведен анализ развития областей невыполнения условий прочности при закритиче-

ском деформировании, который показал схожие результаты для разных критериев. Этот ана-

лиз дает информацию для оптимальной расстановки ребер жесткости для повышения проч-

ности оболочечных конструкций. 
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