
 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 1, 2023 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

41 

 

 

Goruleva L. S. and Prosviryakov E. Yu. Exact solutions to the Navier–Stokes equations for describing inhomogeneous isobaric 

vertical vortex fluid flows in regions with permeable boundaries // Diagnostics, Resource and Mechanics of materials  

and structures. – 2023. – Iss. 1. – P. 41–53. – DOI: 10.17804/2410-9908.2023.1.041-053. 

 

Revised: 30.12.2022 

Accepted: 20.02.2023 

Accepted: 28.02.2023 

DOI: 10.17804/2410-9908.2023.1.041-053 

EXACT SOLUTIONS TO THE NAVIER–STOKES EQUATIONS FOR DESCRIBING  

INHOMOGENEOUS ISOBARIC VERTICAL VORTEX FLUID FLOWS  

IN REGIONS WITH PERMEABLE BOUNDARIES  

L. S. Goruleva
1, 2, а)

 and E. Yu. Prosviryakov
1, 2, b), * 

1
Institute of Engineering Science, Ural Branch of the Russian Academy of Sciences, 

34 Komsomolskaya St., Ekaterinburg, 620049, Russia 
2
Ural Federal University, 19 Mira St., Ekaterinburg, 620002, Russia 

a)
 https://orcid.org/0000-0001-8635-5213  sherlarisa@yandex.ru; 

b)
 https://orcid.org/0000-0002-2349-7801  evgen_pros@mail.ru 

*
Corresponding author. E-mail: evgen_pros@mail.ru  

Address for correspondence: ul. Komsomolskaya, 34, Ekaterinburg, 620049, Russia 

Tel.: +7 (343) 375 3576; fax: +7 (343) 374 5330 

A family of exact solutions to the Navier–Stokes equations is constructed to describe nonu-

niform two-dimensional fluid motions. The superposition of the main unidirectional flow with the 

secondary flow is considered. The secondary flow is determined by suction or injection through 

permeable boundaries. This class of exact solutions is obtained by multiplicative and additive sepa-

ration of variables. The flow of a viscous incompressible fluid is described by a polynomial of the 

horizontal (longitudinal) coordinate. The polynomial coefficients are functions of the vertical 

(transverse) coordinate and time. They are determined by a chain of homogeneous and inhomoge-

neous parabolic partial differential equations with a convective term. In the case of a steady flow,  

it is described by a system of ordinary differential equations with constant coefficients. An algo-

rithm for integrating a system of ordinary differential equations for studying the steady motion of a 

viscous fluid is presented. In this case, all the functions defining the velocity are quasipolynomials 

since the system of ordinary differential equations has an Euler-form exact solution. 

Keywords: exact solution, Navier–Stokes equation, suction, injection, permeable boundaries,  

nonuniform flow. 
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В статье построено семейство точных решений уравнений Навье–Стокса для описа-

ния неоднородных двумерных движений жидкости. Рассматривается суперпозиция основно-

го однонаправленного потока с вторичным течением. Вторичное течение определяется  отсо-

сом или вдувом через проницаемые границы. Данный класс точных решений получен мето-

дом разделения переменных мультипликативным и аддитивным способом. Течение вязкой 

несжимаемой жидкости описывается полиномом от горизонтальной (продольной) координа-

ты. Коэффициенты полинома являются функциями от вертикальной (поперечной) координа-

ты и времени. Они определяются цепочкой однородных и неоднородных уравнений в част-

ных производных параболического типа с конвективным слагаемым. В случае установивше-

гося течения оно описывается системой обыкновенных дифференциальных уравнений с по-

стоянными коэффициентами. Приведен алгоритм интегрирования системы обыкновенных 

дифференциальных уравнений для изучения установившегося движения вязкой жидкости.  

В этом случае все функции, определяющие скорость, являются квазиполиномами из-за того, 

что система обыкновенных дифференциальных уравнений имеет точное решение в форме 

Эйлера.  

Ключевые слова: точное решение, уравнение Навье–Стокса, отсос, вдув, проницаемые гра-

ницы, неоднородное течение. 

1. Введение 

Однонаправленные течения вязкой несжимаемой жидкости – это движения среды  

с диссипацией, описываемые посредством одной компоненты трехмерного вектора скорости 

 ,0,0xVV =  [1–8]. Одномерные по скорости течения жидкости стали предметом изучения 

математиков, механиков и физиков, поскольку в этом случае система, состоящая из уравне-

ний Навье–Стокса и уравнения неразрывности (несжимаемости), сводится к следующему 

двумерному уравнению типа теплопроводности размерности  2 1  [7, 8]: 
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2 2

2 2

x x xV V V

t y z

   
   

   
. 

Традиционно исследуется не уравнение, записанное выше, а его частный случай –  

одномерное уравнение [1, 2, 4] 

2

2

x xV V

t z

 
 

 
. 

При помощи данного уравнения изучают неустановившиеся движения жидкости Ку-

этта, Стокса и другие течения, индуцированные различными типами начально-краевых усло-

вий [1, 2, 4]. Точные решения Куэтта, первой и второй задач Стокса описывают слоистые 

(сдвиговые) течения, профиль скорости которых зависит только от одной координаты z  

(вертикальной или поперечной). Тогда, как видно выше, можно уже для однонаправленных 

потоков исследовать влияние пространственной неоднородности на структуру гидродинами-

ческого потока [1, 2, 4].  

Точные решения для неоднородных изобарических однонаправленных течений вязкой 

несжимаемой жидкости были построены в статье [7]. В научной работе [8] были получены 

точные решения типа Пуазейля и Куэтта–Пуазейля для неоднородных однонаправленных 

течений. Точные решения, анонсированные в [7, 8], оказались полезными для построения 

новых классов точных решений уравнений Навье–Стокса, поскольку позволили обнаружить 

качественные эффекты, наблюдаемые ранее в двумерных или трехмерных течениях [12–16]. 

Отметим, что топология однонаправленного поля скоростей для одномерного неоднородного 

течения типа Куэтта позволила описать стратификацию с несколькими точками покоя [12]. 

Для сдвиговых неоднородных течений аналогичные результаты были получены недавно  

[17–28]. Таким образом, необходимо продолжать находить новые точные решения уравне-

ний Навье–Стокса для их использования в теории и практике, а также в построении новой 

теории гидродинамической устойчивости. 

В данной статье рассматривается построение класса точных решений для изобариче-

ских неоднородных течений с отсосом и вдувом жидкости через проницаемые границы.  

Полагается, что вертикальная скорость жидкости постоянна. Это допущение физически 

обосновано для многих технических и физических процессов с учетом проницаемости гра-

ниц области течения [28, 29]. Впервые задача о влиянии вторичного поперечного течения на 

структуру фонового потока начала изучаться в [30], а продолжение исследований можно 

проследить по пионерским работам [31–35]. К настоящему времени появилась возможность 

аналитического исследования течений жидкости с проницаемыми границами, что важно для 

решения задач гидродинамики от наноуровня до крупномасштабных течений океанов  

и струй в астрофизических движениях плазмы и различных газов. 

2. Постановка задачи 

Движение вязкой несжимаемой жидкости при постоянном давлении в бесконечном 

горизонтальном слое описывается векторным уравнением Навье–Стокса и скалярным урав-

нением неразрывности (несжимаемости) [7, 8]:  

 ,  
t


  



V
+ V V V , (1) 
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 ,  0. V
 

(2) 

В уравнении переноса момента импульса (1) и уравнении неразрывности (несжимае-

мости) (2) введены стандартные обозначения:  ,  ,  x y zV V VV =  – вектор скорости;   – кине-

матическая (молекулярная) вязкость жидкости;  ,  ,  x y z         – трехмерный опера-

тор Гамильтона; 
2 2 2 2 2 2x y z         – трехмерный оператор Лапласа; круглые скоб-

ки в уравнении (1) определяют скалярное произведение.  

Далее будем рассматривать двумерные течения жидкости с полем скоростей, которое 

задается вектором 

  ,  ,  ,  ,  0,  .xV x y z t wV =  (3) 

Здесь w  – вертикальная (поперечная) скорость жидкости в бесконечном горизонталь-

ном слое жидкости, которая является постоянной. Соответственно, скорость  ,  ,  ,  xV x y z t  

называется горизонтальной (продольной). 

После подстановки вектора скорости (3) в уравнения (1) и (2) получим следующую 

систему [7, 8]: 

2 2 2

2 2 2

x x x x x x
x

V V V V V V
V w

t x z x y z

      
      

      
, (4) 

0xV

x





.

 

(5) 

Система уравнений (4) и (5), в силу уравнения несжимаемости (5), редуцируется  

к одному уравнению типа теплопроводности с конвективным перемешиванием:  

2 2 2

2 2 2

x x x x xV V V V V
w

t z x y z

     
     

     
 (6) 

с полем скоростей, зависящим от двух координат и времени, 

  ,  ,  ,  0,  0 .xV y z tV =  (7) 

3. Некоторые частные решения 

Точное решение уравнения (6) будет далее найдено при помощи модификаций метода 

разделенных переменных [34–38]. Отметим, что решением уравнения (7) является частный 

случай (7), описывающий сдвиговое (слоистое) течение типа Куэтта: 

 ,  .xV U z t  (8) 

В этом случае неизвестная функция U  вычисляется посредством интегрирования 

уравнения типа теплопроводности: 
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2

2

U U U
w

t z z

  
  

  
. 

Данное уравнение имеет фундаментальное решение [34, 38]:  

 1
exp

42

z wt
U

tt

 
  

  
. 

В зависимости от рода краевых условий на границах 0z   и z h  ( h  – толщина 

слоя), можно записать точное решение посредством функции Грина [29, 33]. 

Если рассматривается установившееся течение  xV U z  вязкой несжимаемой жид-

кости, то точное решение определяется из обыкновенного дифференциального уравнения 

второго порядка:  

2

2
0

d U dU
w

dz dz
   . 

Это обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка, которое имеет два 

линейно независимых решений Эйлера: 

1 2 exp
w

U C C
 

   
 

. 

Здесь 1C и 2C  – постоянные интегрирования.  

Аналогично поле скоростей 

 1 ,  xV yu z t  (9) 

является точным решением уравнения (6). В силу линейности (6) сумма полей скоростей (8) 

и (9)  

   1,  ,  xV U z t yu z t   (10) 

есть точное решение для уравнения (6). Поставив суперпозицию решений (8) и (9) в формулу (6), 

получим уравнение 

22

1 1 1

2 2

u u uU U U
y w y y

t t z z z z

      
       

        
. 

Скорость U  и пространственное ускорение 1u  определяются после интегрирования 

системы изолированных уравнений 

2

2

U U U
w

t z z

  
  

  
;  
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2

1 1 1

2

u u u
w

t z z

  
  

  
. 

Данная система легко интегрируется аналогично тому, как было получено точное  

решение для поля скоростей (8). 

В статьях [7, 8] было показано, что при 0w   функция вида  
2

2 ,  
2

y
u z t  не является 

точным решением (6).  

Рассмотрим теперь сумму решения (10) и нелинейного слагаемого вида  
2

2 ,  
2

y
u z t : 

     
2

1 2,  ,  ,  
2

x

y
V U z t yu z t u z t   . (11) 

Этот многочлен удовлетворяет этому уравнению. Неизвестные функции в представ-

лении поля скоростей вычисляются из системы уравнений в частных производных типа теп-

лопроводности с конвективным перемешиванием: 

2

2 2

U U U
w u

t z z

   
    

   
; 

2

1 1 1

2

u u u
w

t z z

  
  

  
; 

2

2 2 2

2

u u u
w

t z z

  
  

  
. 

(12) 

Система (12) состоит из уравнений, которые слабо связаны между собой, что суще-

ственно облегчает аналитическое или численное интегрирование. 

4. Класс полиномиальных решений 

Рассмотрим далее точное решение уравнения (6) в виде многочлена специального  

вида относительно координаты y  [7, 8]: 

   
  1

,  ,  
!

kn

x k

k

y
V U z t u z t

k

  . (13) 

В формуле (13) для краткости записи введен факториал  

 
1

! 1 2 3 1
k

i

k k k i


       K . 

Посчитаем отдельно частные производные, необходимые для подстановки в уравне-

ние типа теплопроводности (7): 

1 !

kn
x k

k

V U y u

t t k t

  
 

  
 ; 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 1, 2023 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

49 

 

 

Goruleva L. S. and Prosviryakov E. Yu. Exact solutions to the Navier–Stokes equations for describing inhomogeneous isobaric 

vertical vortex fluid flows in regions with permeable boundaries // Diagnostics, Resource and Mechanics of materials  

and structures. – 2023. – Iss. 1. – P. 41–53. – DOI: 10.17804/2410-9908.2023.1.041-053. 

 

1 !

 
 

  


kn
x k

k

V uU y

z z k z
; 

2 2 2

2 2 2
1 !

kn
x k

k

V U y u

z z k z

  
 

  
 ; 

 

2 2

2
2 2 !

kn
x

k

k

V y
u

y k








 
 . 

Подставим получившиеся выражения в уравнение (7): 

1 1! !

k kn n
k k

k k

u uU y U y
w

t k t z k z 

   
    

    
   

=
 

22 2

2 2
2 12 ! !

k kn n
k

k

k k

uy U y
u

k z k z



 

 
   

   
  ; 

1

1 1

! !

    
    

    


n
kk k

k

u uU U
w w y

t z k t k z
 

 

22
2

2 2
1 2

1

! 2 !



 

 
    

   
 

n n
k kk k

k k

u uU
y y

z k z k
. 

Если применить метод неопределенных коэффициентов, то данное уравнение можно 

переписать в виде системы дифференциальных уравнений 

2

22

   
    

   

U U U
w u

t z z
; 

2

1 1 1
3 2

   
    

   

u u u
w u

t z z
; 

2

2 2 2
4 2

   
    

   

u u u
w u

t z z
; 

…; 

2

2 2 2

2

  
   

    
   

n n n
n

u u u
w u

t z z
; 

2

1 1 1

2

    
  

  

n n nu u u
w

t z z
; 

2

2

  
  

  

n n nu u u
w

t z z
. … 

(14) 
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Систему уравнений (14) целесообразно решать «снизу вверх» в силу ее линейной  

рекуррентной структуры. Отметим, что если в семействе точных решений (13) положить 

2n  , т. е. ограничиться только квадратичными членами, то система (14) примет вид 

2

2 2

   
    

   

U U U
w u

t z z
; 

2

1 1 1

2

  
  

  

u u u
w

t z z
; 

2

2 2 2

2

  
  

  

u u u
w

t z z
.  

(15) 

Получившаяся система полностью совпадает с приведенной выше системой (12),  

определяющей компоненты решения (11).  

Проиллюстрируем рекуррентный способ интегрирования для описания установив-

шихся течений для поля скоростей (11), которое имеет вид 

     
2

1 2
2

x

y
V U z yu z u z   . 

В этом случае система уравнений в частных производных типа теплопроводности (12) 

редуцируется к системе обыкновенных дифференциальных уравнений шестого порядка 

2

2 2

2
 

d u du
w

dz dz
; 

2

1 1

2
 

d u du
w

dz dz
; 

2

2 2

 
   
 

d U dU
u w

dz dz
. 

Точное решение последней системы имеет вид 

2 2 1exp
 

  
 

w
u C z C ; 

2 1 3 4exp exp
     

       
     

w w
U C z z C z C z C

w
; 

1 5 6exp
 

  
 

w
u C z C . 

По аналогии с результатами, изложенными в [7, 8], можно выписать формулы для ка-

сательных напряжений и вектора завихренности неоднородного вертикально завихренного 

течения вязкой несжимаемой жидкости с вдувом или отсосом через проницаемые границы, 

которые естественным образом модифицируются. Ввиду тривиальности выкладок, они здесь 

не приводятся.   
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5. Заключение 

В статье предложен новый класс точных решений уравнений Навье–Стокса для опи-

сания нестационарного изобарического течения жидкости с учетом постоянной вертикаль-

ной (поперечной) скорости. Семейство точных решений является обобщенным (специаль-

ным) полиномом произвольного порядка от горизонтальной (продольной) координаты с ко-

эффициентами, зависящими как от вертикальной координаты, так и от времени. Неизвестные 

функции определяются из решения системы уравнений параболического типа с конвектив-

ным слагаемым.  
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