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A problem on the fracture of a thin-walled spherical vessel affected by increasing internal 

pressure is formulated. The material properties both in the stage of hardening and in the stage  

of softening (prefracture) are described. The mathematics of the catastrophe theory is used to write 

down the equilibrium equations and to find the critical value of pressure, at which the vessel fails. 
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Сформулирована задача о разрушении тонкостенного сферического сосуда под дей-

ствием возрастающего внутреннего давления. Описаны свойства материала как на стадии  

упрочнения, так и на стадии разупрочнения (предразрушения). С помощью аппарата матема-

тической теории катастроф выписаны уравнения равновесия и определено критическое зна-

чение давления, при достижении которого сосуд разрушается. 

Ключевые слова: тонкое покрытия, кривые равновесных состояний, потеря устойчивости, 

разрушение, задача Ламе. 

1. Введение 

Сферические тонкостенные сосуды широко используются в промышленности,  

например, для хранения и транспортировки сжиженного газа. При этом они находятся 

под действием большого внутреннего давления. Их разрушение может привести к ката-

строфическим последствиям. При проектировании таких емкостей необходимо как можно 

более точно производить расчет на разрушение и определение величины критического 

внутреннего давления.  

Максимально возможная точность расчета будет достигнута, если рассматривать раз-

рушение как невозможность сохранения равновесия элементом конструкции под действием 

заданной нагрузки. Потеря равновесия происходит тогда, когда материал в некоторой сово-

купности отдельных областей конструктивного элемента переходит на закритическую ста-

дию деформирования (стадию разупрочнения), на которой сопротивление самого материала 

является неустойчивым. 

Разупрочнение неоднократно фиксировалось в экспериментах [1–4]. Однако учет та-

ких состояний материала еще не нашел широкого применения в расчетах на прочность эле-

ментов конструкций из-за сложности построения модели материала, включающей описание 

поведения материала на стадии разупрочнения, и экспериментального определения парамет-

ров, входящих в модель. Кроме того, при использовании таких моделей возникают матема-

тические трудности, связанные с невыполнением условий Адамара [5], то есть полученные 

системы уравнений равновесия имеют неединственные и неустойчивые решения. Решены 

только некоторые задачи (например, [6–8]). 

В данной работе предложена модель материала, учитывающая все стадии деформиро-

вания (в том числе и разупрочнение) при плоском напряженном состоянии элементов мате-

риала. Показано, как из простого эксперимента по кручению цилиндрического образца  
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с фиксированием стадии разупрочнения получить необходимые параметры для идентифика-

ции модели. Затем приведена методика определения предельного давления в толстостенных 

сферических сосудах. Использование предложенной модели материала позволило применить 

методы математической теории катастроф для решения сформулированной задачи. 

2. Постановка задачи 

Рассмотрим тонкостенную сферическую оболочку с внутренним радиусом b. Толщина 

оболочки 𝑡 ≪ 𝑏. Оболочка находится под действием квазистатически возрастающего внут-

реннего давления p. Температура постоянна. Требуется найти величину предельного давле-

ния p
*
, при достижении которого происходит разрушение оболочки. 

При возрастании давления до разрушения материал оболочки проходит все стадии 

деформирования, а именно упругость, упрочнение и разупрочнение. 

Определим свойства материала оболочки на всех стадиях деформирования, включая  

и стадию разупрочнения. При пропорциональном нагружении для расчета напряженно-

деформированного состояния, как правило, используется теория малых упруго-пластических 

деформаций. Однако ее первое положение о постоянстве объемного модуля на стадии 

разупрочнения не выполняется в силу наличия объемного разрушения материала. Вместо 

второго положения о пропорциональности девиаторов тензоров напряжений и деформаций 

будем сохранять пропорциональность полных тензоров напряжений и деформаций с некото-

рым переменным матричным коэффициентом, зависящим от деформаций. Это означает, что 

в области неупругости линии уровня функции потенциальной энергии подобны линиям 

уровня в области упругости [9]. В этом случае потенциал напряжений представляет собой 

выпукло-вогнутую функцию. В области выпуклости материал устойчив, в области вогнуто-

сти материал находится на стадии разупрочнения (неустойчив) [9]. 

Опираясь на рассуждения, приведенные выше, получаем для плосконапряженного  

состояния, в котором находятся элементы оболочки, следующие определяющие соотношения [9]: 

(
σ1

σ2
) = ψ(ε1, ε2) ∙

𝐸

1−μ2 ∙ (
1 μ
μ 1

) ∙ (
ε1

ε2
), (1) 

где Е – модуль Юнга; μ – коэффициент Пуассона; σ1, σ2 и  ε1,  ε2 – соответственно напряже-

ния и деформации в декартовой прямоугольной системе в плоском элементе, находящемся в 

условиях плосконапряженного состояния. Параметр ψ требует определения в эксперименте. 

Для определения функции ψ используем линии уровня потенциальной энергии в об-

ласти упругости, которые для плосконапряженного состояния определяются выражением 

𝑉𝑒(ε1, ε2) = 𝐸[2 ∙ (1 − μ2)]−1 ∙ (ε1
2 + 2με1ε2 + ε2

2). 

Это центральные эллипсы на плоскости (ε1,  ε2). Теперь нужно только определить 

энергию деформаций для каждой такой линии в области неупругости. 

Очевидно, что деформирование материала вдоль большой полуоси эллипса является 

чистым сдвигом (ε1 = ε,  ε2 = −ε). Воспользуемся полной диаграммой кручения цилиндри-

ческого образца, из которой можно получить диаграмму с падающей ветвью на стадии 

разупрочнения поверхностного слоя при чистом сдвиге [10]. Пусть эта диаграмма аппрокси-

мируется выражением 𝜏 = 𝐺 ∙ (𝛾 − 50𝛾2). Здесь τ – касательное напряжение; γ – сдвиг;  

𝐺 =
𝐸

2∙(1+μ)
 – модуль сдвига в упругости. 
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Тогда энергия деформаций, отвечающая линии уровня, 

𝑉 =  ∫ τdγ = 𝑉e ∙ (1 −
100

3
∙ √

2∙𝑉e

𝐺
)

𝛾

0
, где 𝑉e =

1

2
∙ 𝐺γ2 – упругая энергия; γ = √

2∙𝑉e

𝐺
. 

Так как σ1 =
𝑑𝑉

𝑑ε1
; σ2 =

𝑑𝑉

𝑑ε2
, то из равенства (1) находим, что 

ψ = 1 − 100 ∙ √𝑉e ∙
1 + μ

𝐸
. (2) 

В сферической оболочке имеют место только деформации (плосконапряженное  

состояние) ε1 = ε2 = εθ = εφ, тогда из формулы (2) находим, что ψ = 1 − 100ε ∙ √
1+μ

1−μ
. 

Отсюда σϑ = σφ = σ = (1 − 100ε ∙ √
1+μ

1−μ
)

𝐸

1−μ
ε. 

На рис. 1 показан качественный вид потенциала напряжений, полученного выше  

для плосконапряженного состояния. Отчетливо видны области выпуклости (упрочнение)  

и вогнутости (разупрочнения). 

 

 

Рис. 1. Качественный вид потенциала напряжений 

Уравнение равновесия 

Выпишем лагранжиан системы, который при квазистатическом нагружении представ-

ляется в виде суммы потенциальной энергии деформаций сферической оболочки и работы 

внешних сил, взятой со знаком минус. Энергия элемента сферы равна 
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1

2
∙ (σθεθ + σφεφ) = (1 − 100ε ∙ √

1 + μ

1 − μ
) ∙

𝐸ε

1 − μ
ε = (1 − 100

𝑣

𝑏
∙ √

1 + μ

1 − μ
) ∙

𝐸

1 − μ

𝑣2

𝑏2
. 

Здесь 𝑣 – радиальное перемещение точек внутренней поверхности сферы; ε =
𝑣

𝑏
. Тогда 

полная энергия (лагранжиан) системы есть функция 

𝑊 = 4π𝑏2𝑡 (1 − 100
𝑣

𝑏
∙ √

1+μ

1−μ
) ∙

𝐸

1−μ

𝑣2

𝑏2 − 4π𝑏2𝑝𝑣, 

где 4πb2t – объем сферы; 4πb2 – площадь внутренней поверхности. Отметим, что перемеще-

ние 𝑣 – это параметр состояния системы; внутреннее давление p – параметр управления си-

стемой. Теперь уравнение равновесия имеет следующий вид [11]: 

𝑑𝑊

𝑑𝑣
=

2𝐸𝑡𝑣

𝑏2(1 − μ)
(1 − 150

𝑣

𝑏
∙ √

1 + μ

1 − μ
) − 𝑝 = 0. (3) 

Из уравнения (3) получаем связь между параметром управления и параметром состоя-

ния, а именно: 

𝑝 =
2𝐸𝑡𝑣

𝑏2(1 − μ)
(1 − 150

𝑣

𝑏
∙ √

1 + μ

1 − μ
). 

 

Рис. 2. Кривая равновесных состояний системы вплоть до разрушения 

Определим максимум функции p(𝑣), после достижения которого произойдет разру-

шение оболочки. Имеем уравнение 

𝑑𝑝

𝑑𝑣
=

2𝐸𝑡

𝑏2(1 − μ)
(1 − 300

𝑣

𝑏
∙ √

1 + μ

1 − μ
) = 0. 

 

  



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 1, 2023 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

23 

 

 

Struzhanov V. V.  and Chaikin A. E. Fracture of a thin-walled spherical vessel affected by internal pressure // Diagnostics,  

Resource and Mechanics of materials and structures. – 2023. – Iss. 1. – P. 17–23. – DOI: 10.17804/2410-9908.2023.1.017-023. 

 

Отсюда находим координаты экстремальной точки: 

𝑣 =
𝑏

300
√

1 + μ

1 − μ
, 𝑝 =

𝐸𝑡

300𝑏
√

1

1 − μ2
. 

На рис. 2 приведена кривая равновесных состояний оболочки вплоть до разрушения. 

Для численных значений 𝐸 = 2 ∙ 105 МПа;  𝑏 = 10−2 м;   𝑡 = 10−3 м;  μ = 0,3. Пре-

дельное перемещение внутренней поверхности оболочки 𝑣* = 45·10
−6 

м, предельное (разру-

шающее) давление p
*
 = 70 МПа. 

3. Заключение 

Предложена методика определения максимального разрушающего давления в тонко-

стенном сферическом сосуде. Она основывается на описании свойств материала с выпукло-

вогнутым потенциалом, учитывающим заключительную стадию деформирования (разупроч-

нение), с последующим использованием аппарата теории катастроф. 
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