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The slow plane flow of a perfectly plastic strip under rolling is considered. The Prandtl fric-

tion law is assumed to be valid on the contact surface between the strip and the roller. A variational 

principle enabling one to build a set of velocity disturbances in order to study the stability of the 

stationary flow of a perfectly plastic strip at an arbitrary time is proved. 

Keywords: perfectly plastic strip rolling, stationary flow, disturbances of particle velocities  

in a stationary flow, variational principle. 
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Рассматривается медленное плоское течение идеально пластической полосы при про-

катке. Трение на контакте полосы с валками определяется законом Прандтля. Доказывается 

вариационный принцип, который позволяет строить множество возмущений скоростей пе-

ремещений для исследования на устойчивость стационарного течения идеально пластиче-

ской полосы в произвольный момент времени. 

Ключевые слова: прокатка идеально пластической полосы, стационарное течение, воз-

мущения стационарного течения, вариационный принцип.  

1. Введение 

Формирование периодических мезоструктур в металлах при прокатке [1] связано с 

потерей устойчивости деформируемых полос [2–4]. Исследование деформации твердого тела 

на устойчивость производится по отношению к некоторому множеству возмущений скоро-

стей перемещений, удовлетворяющих дифференциальным уравнениям, вытекающим из за-

конов сохранения, уравнениям состояния и граничным условиям [5]. Прокатываемая полоса 

имеет сложную форму области течения, что усложняет решение упомянутой нестационарной 

краевой задачи для возмущений скоростей перемещений. 

В настоящей работе доказывается Вариационный принцип для возмущений скоростей 

перемещений медленного стационарного течения идеально пластической полосы при прокатке в 

произвольный момент времени, для которого возмущения ускорений заданы. Использование 

этого принципа позволяет при определении возмущений скоростей перемещений в произволь-

ный момент времени заменить операции, связанные с интегрированием дифференциальных 

уравнений, относительно более простой операцией минимизации найденного функционала. 

Устойчивость течения полосы по отношению к найденным таким образом возмущениям скоро-

стей перемещений в произвольный момент времени может быть исследована с помощью крите-

рия локальной устойчивости в интегральном смысле, предложенного в работе [6]. 

2. Стационарное течение идеально пластической полосы при прокатке 

Будем рассматривать плоское медленное течение идеально пластической полосы, для 

которого уравнения движения имеют следующий вид [7, 5]: 

http://orcid.org/0000-0003-4696-8706
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j,jit,iv   . (1) 

Здесь iv – компоненты вектора скорости перемещения частицы; ji  – компоненты 

тензора напряжений;   – плотность тела )( const ; тензорные индексы принимают значе-

ния прямоугольных декартовых координат yx, ; по дважды повторяющимся тензорным ин-

дексам lkji ,,,  происходит суммирование по всем возможным их значениям; запятая перед 

индексом обозначает частную производную по соответствующей координате или по време-

ни. 

Система уравнений для стационарного течения идеально пластического тела имеет 

вид [8–10]: 

;j,ji 0  (2) 

;v i,i 0  (3) 

;H/s jisji 2  (4) 

;2/)( ,, ijjiji vv   (5) 

,jijijis    (6) 

где ji  и jis  – компоненты тензоров скоростей деформаций и девиатора напряжений соот-

ветственно; 3/ii   – гидростатическое давление; jijiH  2  – интенсивность скоростей 

деформации сдвига; s  – предел текучести на сдвиг; ji  – символ Кронекера. Напряжения 

на границе области течения полосы ip  определяются формулой Коши: 

,n jijip   (7) 

где jn  – компоненты единичной внешней нормали к границе области течения. 
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Схема прокатки полосы 

На рисунке приведена схема процесса плоской прокатки полосы. Область ABDEF (S) – 

область течения полосы. На границе контакта полосы с валком DE  )( 2sl  имеет место про-

скальзывание частиц полосы по поверхности валка. В нейтральной точке N  касательные 

скорости перемещений частиц полосы и валка равны. Касательные составляющие скоростей 

перемещений частиц полосы tv  в зоне отставания DN  )( 2sl  меньше, а в зоне опережения 

NE  )( 2sl   – больше окружной скорости валка. Справа и слева от области течения изображены 

передний )( 2S  и задний )( 1S  жесткие концы полосы, движущиеся со скоростями 2V  и 1V  

соответственно. Границы контакта области течения с жесткими концами полосы 2S  и 1S  

обозначены, как EF )( 2vl  и AB  )( 1vl  соответственно. Граница BD  )( pl  свободна от 

нагрузки, а граница AF  )( 1sl  представляет плоскость симметрии процесса прокатки. Индек-

сы компонент векторов t  и n  относятся к локальной системе координат nt


, . 

Граничные условия для стационарного течения полосы имеют следующий вид: 

stp   на 2sl ,  stp   на 2sl  ,  0nv  на 2sl ; (8) 

stp  , )( *

1Vvv nn   на 1vl ; (9) 

stp  , 
*

2Vvn   на 2vl ; (10) 

0,0  nt pp  на pl ; (11) 

0,0  nt vp  на 1sl . (12) 
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Касательные напряжения трения tp  на 2sl  в (8) задаются приближенно с помощью 

закона трения Прандтля, который достаточно точно описывает закономерности внешнего 

трения в зонах больших нормальных напряжений [11]. Звездочкой обозначаются заданные 

величины. Полагаем, что решение системы уравнений (2)–(6) и граничных условий (8)–(12) 

известно. 

3. Возмущения стационарного течения идеально пластической полосы при прокатке 

Обозначим возмущение величины f  как f
~

 и определим его следующим образом: 

ff 
~

, где   – оператор изохронного, изокоординатного варьирования.  

Возмущения величин относятся к произвольному моменту времени и являются функ-

циями координат. 

Система уравнений для возмущений стационарного течения идеально пластического 

тела имеет следующий вид: 

j,ji
*
t,i

~v~  , (13) 

,0~
, iiv  (14) 

)~~2(2~ 23

jijilklksji HHs   
, (15) 

2/)~~(~
,, ijjiji vv  . (16) 

jijiji
~~s~  . (17) 

Уравнения (13)–(17) получаются варьированием уравнений (1), (3)–(6) с последую-

щим удержанием только первых вариаций. Отметим, что возмущение ускорения 
*
,

~
tiv  в (13) 

задано. 

Используя (15), можно убедиться, что мощность возмущения скорости деформации 

2~~~
jijisW   (18) 

является потенциалом для возмущения девиатора напряжения, то есть 

.~~~
ijij Ws   (19) 

Возмущения напряжений на границе тела определяются формулой 

.~~
jjii np   (20) 

Сформулируем граничные условия для возмущений переменных в произвольный мо-

мент времени.  
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На границах 2sl , 1vl , 
2vl  и 1sl  задаются возмущения скоростей перемещений 

0~ 
n

v ,  
*~~
t

v
t

v  . (21) 

На свободной границе pl  задаются  

.*~~
nn vv    .*~~

tt vv   (22) 

При этом в зоне отставания 2sl   волна возмущения *~
tv  задается двухпараметрической 

функцией [12] 






P

k

t d
l

n
l

d
llk

k
v

1

* )]/()(2[sin~  , (23) 

где l – криволинейная координата на поверхности валка: )(arcsin RxRl  ; 
d

l  и l
n

l  – ко-

ординаты точек D  и N  соответственно; k – малая амплитуда k -ой волны возмущения; 

параметры k и P  произвольны. Остальные задаваемые на границе возмущения скоростей 

перемещений произвольны. 

4. Вариационный принцип для возмущений скоростей перемещений стационарного  

течения идеально пластической полосы 

Возмущения скоростей перемещений iv~ , которые в произвольный момент времени 

удовлетворяют уравнению несжимаемости (14) и граничным условиям (21)–(23), будем 

называть кинематически возможными возмущениями скоростей перемещений. Величины со 

штрихом определяются как соответствующие им функции от кинематически возможных 

возмущений скоростей перемещений. 

Покажем, что функционал   

dSvvdSWG i
S S

ti
~~~~ *

,    , (24) 

определенный на множестве кинематически возможных возмущений скоростей перемеще-

ний iv~ , для действительных возмущений скорости перемещения iv~  принимает минимальное 

значение. Здесь S – площадь области течения полосы.  

Заметим, что возмущения ускорений 
*
,

~
tiv  в функционале (24) для рассматриваемого 

момента времени заданы. 

Рассмотрим первую вариацию функционала G , связанную с вариациями возмуще-

ний скоростей перемещений iv~  относительно действительных возмущений скоростей пе-

ремещений iv~ . Выражение (24), учитывая соотношения (19), (17), (14), (16) симметричность 

возмущения тензора напряжений ij

~ , используя теорему Гаусса–Остроградского, принимая 

во внимание (20), можно преобразовать к виду: 
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l

iiiti
S

jij dlvpdSvvG ~~~)~~(
~ *

,,  , (25) 

где второй интеграл берется по всей границе области течения.  

Из (25), (13) и граничных условий (21), (22) следует равенство 

0
~
G . (26) 

Необходимое условие минимума функционала G
~

 для действительных возмущений 

скоростей перемещений iv~  доказано. 

Рассмотрим вторую вариацию функционала G
~2 , связанную с вариациями возмуще-

ний скоростей перемещений iv~  относительно действительных возмущений скоростей пе-

ремещений iv~ . 

Из (24) следует 

 
S

dSW
~

G
~ 22

. (27) 

Учитывая (19) и (15), можно написать выражение 

).~~~~(4
~ 32

klklijijklklijijsHW   
 (28) 

Выражение в скобках, согласно неравенству Коши–Буняковского, неотрицательно и 

равно нулю, если ijij c ~ . 

Из (27) и (28) следует неравенство (если исключить случаи, когда ijij c ~
) 

0
~2 G . (29) 

Достаточное условие минимума функционала G
~

 для действительных возмущений 

скоростей перемещений iv~  доказано. 

Таким образом, функционал (24) для действительных возмущений скоростей переме-

щений 
i

v~  принимает минимальное значение. 

В заключение отметим, что в произвольный момент времени для каждого заданного 

поля возмущений ускорений 
*

,

~
ti

v , минимизируя функционал (24), можно решить соответ-

ствующую краевую задачу для возмущений скоростей перемещений 
i

v~ . Для произвольного 

момента времени, варьируя возмущения ускорений 
*

,

~
ti

v , можно получить искомое множество 

возмущений скоростей перемещений 
i

v~  для исследования стационарного течения идеально 

пластической полосы при прокатке на устойчивость.  
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5. Заключение 

Найден функционал, имеющий минимум для действительных возмущений скоростей 

перемещений стационарного течения идеально пластической полосы при прокатке в произ-

вольный момент времени. Вариационный принцип позволяет эффективно определять воз-

мущения скоростей перемещений в произвольный момент времени, необходимые при иссле-

довании устойчивости течения идеально пластической полосы при прокатке. 
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