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We consider the flows of ideal (Euler equations) and Newtonian viscous (Navier–Stokes 

equations) incompressible fluids in the gravitational field of mass forces. In this case, the gravita-

tional field created by the liquid itself (self-gravity) is also taken into account. It is shown that some 

well-known principles of maximum pressure, according to which either the pressure is constant in 

the flow region, or the minimum pressure is reached at the boundary of this region if the forces  

of self-gravity are taken into account, exclude the case of constant pressure. It is also demonstrated 

that self-gravity makes it impossible for waves and solitons to pass with pressure minima to the sur-

face of a body flown around by a viscous fluid.  

Keywords: principle of minimum pressure, vortex flows, ideal incompressible fluid, viscous in-

compressible fluid. 
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Рассмотрены течения идеальной (уравнения Эйлера) и ньютоновской вязкой (уравне-

ния Навье–Стокса) несжимаемых жидкостей в гравитационном поле массовых сил. С учетом 

гравитационного поля, создаваемого самой жидкостью (самогравитация). Очевидно, что не-

которые известные принципы максимума давления, согласно которым или давление посто-

янно в области течения, или минимум давления достигается на границе этой области при 

учете сил самогравитации, исключают случай постоянного давления. А самогравитация при-

водит к невозможности прохождения волн и солитонов с минимумами давления до поверх-

ности тела, обтекаемого вязкой жидкостью. 

Ключевые слова: принцип минимума давления, вихревые течения, идеальная несжимаемая 

жидкость, вязкая несжимаемая жидкость. 

1. Введение 

Учет «пренебрежимо малого», но все-таки ненулевого слагаемого в уравнениях  

Навье–Стокса может приводить к выводам, которые нельзя получить при нулевом значении 

этого слагаемого. Самым ярким примером этого утверждения в гидродинамике являются 

ползущие течения – движения вязкой несжимаемой жидкости, характеризующейся очень ма-

лым значением числа Рейнольдса [1]. Малое число Рейнольдса указывает на очень малень-

кую скорость течения или мелкий характерный геометрический масштаб течения, на боль-

шое значение молекулярной вязкости жидкости [1].  

Важность учета конвективной производной уравнений Навье–Стокса продемон-

стрирована на примере модификаций течений Куэтта, Пуазейля и их конвективных ана-

логов в статьях [2–5]. Исследование этих точных решений показывает важность каче-

ственных и количественных свойств уравнений Навье–Стокса [2–5]. Несмотря на то, что 

построение классов точных решений является важной и актуальной задачей гидродина-

мики, необходимо также развивать другие идеи анализа уравнений движения вязкой не-

сжимаемой жидкости [1, 6–13].  

В работе исследован вопрос о месте точек минимума давления. Исследованию этого 

вопроса уделяли внимание основатели современной гидродинамики [9–13] и посвящают 

свои работы современные авторы [14–20]. Дело в том, что место точек минимума давления 

важно для исследования процесса возникновения кавитации [17]. Учет «пренебрежимо  

малого» слагаемого – силы самогравитации, позволил получить новые утверждения о месте 

расположения точек минимума давления. 
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2. Основные обозначения и уравнения движения 

Рассмотрим течение ньютоновской вязкой несжимаемой жидкости в гравитационном 

поле. Обозначим через V – скорость жидкости; V  – вектор завихренности;  

p  – давление;   – плотность;   – динамический коэффициент вязкости;   – потенциал гра-

витационных сил;   – оператор Гамильтона (набла-оператор). Движение жидкости описано 

уравнениями Навье–Стокса например в форме Громеки–Ламба [1]: 

2

2

p

t

 
    

  

V V
V V ;

 
     

 
 (2.1) 

0. V   (2.2) 

Потенциал гравитационных сил   зависит от пространственных координат и от вре-

мени [21]. Гравитационная сила, отнесенная к плотности, равна   . Пусть A  – внутренняя 

точка течения, а AU  – некоторая шаровая окрестность точки A , целиком расположенная 

внутри течения. Уменьшая размер рассматриваемого шара AU , всегда можно добиться того, 

что вклад в гравитационную силу    в точке A , который вносит сама жидкость, находя-

щаяся внутри шара AU , можно считать пренебрежимо малым по сравнению со вкладом от 

оставшейся части жидкости и по сравнению со вкладами, привносимыми Землей, Луной, 

Солнцем и другими небесными телами. Однако есть одно свойство гравитационного поля в 

точке A , которое, наоборот, не зависит от тел, расположенных вне шара AU  (в настоящей 

работе рассматриваются внешние тела и жидкость, движущиеся с нерелятивистскими скоро-

стями), а зависит только от жидкости, расположенной внутри сколь угодно малого (но не 

вырожденного в точку) шара AU . Это – лапласиан потенциала гравитационных сил. Он зави-

сит только от плотности жидкости в рассматриваемой точке [21]: 

,G   

где   – плотность жидкости; 
11 3 1 26,674 10 m kg sG         – универсальная гравитационная 

постоянная. В отличие, например, от интенсивности магнитного поля при заданной плот-

ности жидкости ни в каком эксперименте эту величину невозможно сделать сколь угодно 

малой. Ее нельзя изменить каким-либо расположением масс вне рассматриваемой точки 

течения. 

Находя дивергенцию обеих частей уравнения (2.1), с учетом уравнения неразрывно-

сти (2.2), исключим слагаемые, отвечающие за нестационарность и вязкость, и получим: 

 
2

2

p
 



V
V .

 
       

   

(2.3) 

Повторяя, например, преобразования, выполненные в работе [22] (в этой работе вели-

чина   считалась пренебрежимо малой, и полагалось, что    ), приведем уравнение 

(2.3) к виду: 
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22 22 ,x y z

p
V V V

 
          

   

(2.4) 

где xV , yV  и zV  – компоненты скорости V  в прямоугольной декартовой системе координат 

Oxyz ,   . 

Заметим, что уравнение (2.4) верно и для стационарных, и для нестационарных тече-

ний, как для вязкой, так и для идеальной жидкости. Это уравнение известно давно. Его ис-

пользовал Г. Гамель [9] для оценки верхней границы величины завихренности, при которой 

силы гравитации, созданные самой жидкостью внутри объема со свободными границами, не 

дают распадаться этому объему на части. Заметим также, что равносильность уравнений 

(2.3) и (2.4) существенным образом опирается на уравнение (2.2), т. е. на несжимаемость 

жидкости. 

Из теории гармонических функций следует, что если правая часть (2.4) в некоторой 

области D  не больше нуля, то давление p , если оно непостоянно в D , принимает мини-

мальное значение только на границе области D . Именно это свойство использовал Г. Гамель 

в работе [9]. 

Из уравнения (2.4) следует, что в некоторых случаях силы самогравитации (т. е. си-

лы гравитации, созданные самой жидкостью) могут оказывать влияние на качественную 

картину течения (расположение точек минимума давления). Речь идет о тех случаях, когда 

учет величины   влияет на знак правой части (2.4). Таким случаям посвящены следую-

щие разделы. 

3. Течение с малой завихренностью 

Гамель, в работе [9] показал, что если величина завихренности   не превосходит 

G , то правая часть (2.4) будет отрицательна. Несложно привести пример реального  

течения с такой малой завихренностью. Плотность жидкой части ядра Земли по разным 

оценкам составляет около 
4 310 kg / m . Соответствующее значение G  равно примерно 

3 14,1 10 s  , что почти в тридцать раз превышает завихренность твердого тела, вращающегося 

с угловой скоростью Земли. Поэтому можно утверждать, что в жидкой части ядра Земли ми-

нимум давления достигается на границе этой жидкой части. Это следствие из результата  

Г. Гамеля [9] представляется, по-видимому, впервые. 

4. Гидростатический принцип минимума давления 

Если жидкость покоится, то уравнение (2.4) принимает вид:  

.
p

G
 

   
   

Поэтому в покоящейся несжимаемой жидкости при отсутствии внешних сил, кроме, 

может быть, гравитационных сил, давление непостоянно по пространству в любой внут-

ренней подобласти и достигает своего минимального значения на границе и только на гра-

нице рассматриваемой подобласти. Отсюда, в частности, следует один из результатов дан-

ной работы. Он состоит в том, что постоянства давления внутри области невозможно до-

биться никаким расположением масс снаружи этой области (в гидростатике). 
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5. Безвихревое течение 

В общем случае, если можно априори (до решения задачи) указать область тече-

ния, в которой правая часть (2.4) отрицательна, то можно априори утверждать, что давле-

ние (если оно непостоянно) достигает минимума только на границе этой области. Так, 

например, это будет верно для безвихревого течения идеальной жидкости, поскольку для 

идеальной жидкости также верно уравнение (2.3) и, следовательно, верно уравнение (2.4). 

Для идеальной несжимаемой жидкости можно априори утверждать, что завихренность 

будет всюду равна нулю, если она равна нулю в набегающем потоке. Отсюда следует, что 

точки минимума давления (точки зарождения кавитации) в таких течениях расположены 

на границах областей с гладкими параметрами течения. Это отличается от известного 

принципа минимума давления в безвихревых течениях идеальной жидкости (в котором не 

учитывалась сила самогравитации) [10] тем, что в [10] допускался случай всюду постоян-

ного давления. 

6. Вязкое обтекание гладкой поверхности 

Правая часть (2.4), как и полностью это уравнение, не содержит вязкие члены. Однако 

учет вязкости позволяет оценить величину 

     
22 22

x y zV V V      
 

на дне погранслоя. Дело в том, что на дне погранслоя для вязких жидкостей должно быть  

выполнено условие прилипания. При условии прилипания (для несжимаемых жидкостей) [22] 

получено, что на гладком участке обтекаемой поверхности выполнено равенство 

     
22 22 0.x y zV V V       

 

Следовательно, на дне погранслоя правая часть (2.4) меньше нуля. В силу непрерыв-

ности она останется таковой нуля и в некотором слое вблизи дна. В настоящей работе этот 

слой будем называть слоем самогравитации или G-слоем. 

Таким образом, вблизи гладкого участка поверхности, обтекаемого несжимаемой 

вязкой жидкостью, есть слой ненулевой толщины (G-слой), в котором давление жидкости 

(если оно непостоянно) не может достигать минимального значения. 

Полученный результат (существование G-слоя) и результат Г. Гамеля (течение с ма-

лой завихренностью) несопоставимы, поскольку на дне погранслоя величина завихренности, 

в общем случае, не мала. 

Из существования обнаруженного в данной работе критерия G-слоя следует, что через 

этот слой не могут проходить минимумы в волнах и солитонах давления (в нестационарных 

процессах). Это справедливо для областей с гладкими параметрами. Например, вся зона от-

рыва такой областью не является. А части этой зоны, разделенные линиями разрыва, могут 

рассматриваться как зоны гладких параметров. Для них сформулированный выше принцип 

минимума давления в G-слое верен, и невозможно прохождение волн и солитонов с мини-

мумами давления. 

7. Заключение 

В работе замечено (и в этом состоит новизна работы), что с учетом самогравитации во 

многих важных течениях можно априори указать область течения с отрицательным значени-

ем правой части (2.4). В такой области минимум давления достигается на границе и только 

на границе рассматриваемого течения. Этот вывод качественно отличается от многих других 
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принципов минимума давления, в которых также утверждается, что минимум давления до-

стигается на границе, но допускается случай постоянства давления во всей области.  

Полученные результаты свидетельствуют, что учет самогравитации в некоторых слу-

чаях, может приводить к новым качественным выводам, основанным на исследовании знака 

правой части уравнения (2.4).  
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