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The paper deals with the construction of radially symmetric heat waves, which are solutions 

to the heat conduction equation with an arbitrary form of nonlinearity under nonzero boundary con-

dition specified on a moving manifold. The boundary value problem under study is a generalization 

of those solved by us earlier. Firstly, the class of the considered parabolic equations is extended; 

secondly, the boundary condition generating a heat wave in a space of arbitrary dimensionality has 

a more general form. A new theorem of the existence and uniqueness of the heat-wave-type analyti-

cal solution is proved for this problem. An approximate method of constructing solutions of the re-

quired form is proposed, which is based on expansion in radial basis functions combined with the 

collocation method. At each time step, the solution is constructed in two stages. The first stage is 

solving a problem in the region bounded by a specified moving manifold and a heat wave front, 

which is a priori unknown and evaluated during solving. Herewith, a special substitution is used, 

i.e. the required function and the spatial variable change their roles. In the second stage, the solution 

is completed in the region bounded by the positions of the specified moving manifold on a current 

step and at the initial time. The boundary conditions are defined from the first-step solution. In the 

test example, the solutions constructed by the developed algorithm are compared with the known 

exact solution. Calculations show a good accuracy of the numerical solutions at various values  

of the numerical parameters, including space dimensionality. The observed numerical convergence 

with respect to the time step shows the correctness of the proposed computational procedure.  

Keywords: nonlinear heat equation, radially symmetric solution, heat wave, power series, colloca-

tion method, radial basis functions. 
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Статья посвящена построению радиально симметричных тепловых волн, которые яв-

ляются решениями уравнения теплопроводности с произвольным видом нелинейности при 

заданном на подвижном многообразии ненулевом краевом режиме. Рассмотренная краевая 

задача является обобщением задач, решенных авторами ранее. Во-первых, расширяется 

класс исследуемых уравнений параболического типа; во-вторых, более общий вид имеет 

краевое условие, порождающее тепловую волну в пространстве произвольной размерности. 

Для данной задачи доказана новая теорема существования и единственности аналитического 

решения типа тепловой волны. Предложен приближенный метод построения решений иско-

мого вида, основанный на разложении по радиальным базисным функциям в сочетании с ме-

тодом коллокаций. Решение на каждом шаге по времени строится в два этапа. На первом 

этапе решается задача в области, ограниченной заданным подвижным многообразием  

и фронтом тепловой волны, который заранее неизвестен и определяется в процессе решения. 

При этом используется специальная замена – искомая функция и пространственная перемен-

ная меняются ролями. На втором этапе решение достраивается в области, ограниченной по-

ложениями заданного подвижного многообразия на текущем шаге и в начальный момент. 

При этом граничные условия определяются из решения на первом этапе. В рассмотренном 

тестовом примере решения, построенные по разработанному алгоритму, сравнивались с из-

вестным точным решением. Расчеты показали хорошую точность численных решений при 

различных значениях числовых параметров, в том числе размерности пространства. Наблю-

даемая численная сходимость относительно шага по времени показывает корректность пред-

ложенной вычислительной процедуры.  

Ключевые слова: нелинейное уравнение теплопроводности, радиально-симметричное ре-

шение, тепловая волна, степенной ряд, метод коллокаций, радиальные базисные функции. 

1. Введение 

Рассмотрим нелинейное уравнение теплопроводности  

   TQTPTt  , (1) 
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где  x,tT  – искомая функция (температура); t  – время; x  – вектор пространственных коор-

динат в рассматриваемом пространстве, нижним буквенным индексом здесь и далее обозна-

чены частные производные;     000 QP ,  TQ  – функция источника (стока) [1, 2]. Поми-

мо распространения тепла, уравнение (1) применяется для моделирования диффузии, филь-

трации газов в пористом грунте и других процессов. В связи с этим, его иногда называют 

полным уравнением пористой среды (the complete porous medium equation [1]). В обзорной 

работе [1] описаны различные виды этого уравнения и подходы к его решению. 

Уравнение (1) заменой искомой функции  TPu   может быть приведено к виду 

    uquupuuut 
2

, (2) 

где  
  
   2

1
uP

uP
up




 ,     uQuq  ,  uT   – функция, обратная к  TPu  . 

При 0u   в уравнении (2) имеет место вырождение параболического типа уравнения, 

вследствие чего для него существуют решения типа тепловой волны, распространяющейся с 

конечной скоростью по нулевому фону [3–6]. Тепловая волна является составной конструкци-

ей, состоящей из двух частей: положительного решения и тривиального решения (нулевого 

фона), которые состыкованы вдоль некоторой гладкой гиперповерхности в рассматриваемом 

пространстве, называемой фронтом волны. Метод поиска таких решений определяется задан-

ным краевым условием. Наиболее простой с точки зрения построения тепловой волны являет-

ся задача для уравнения (2) при заданном уравнении движения фронта тепловой волны: 

 
0

0,


xta
u . (3) 

Здесь уравнение   0, xta  задает в каждый момент времени нулевой фронт тепловой 

волны. Самой естественной постановкой является задача об инициировании тепловой волны, 

в которой краевым условием задается значение искомой функции в каждый момент времени 

на некотором неподвижном многообразии: 

 
 x

x
,

0
tfu

b



. (4) 

В данной работе мы рассмотрим краевой режим 

 
 x

x
,

0,
tFu

tG



, (5) 

задающий в каждый момент времени ненулевые, вообще говоря, значения искомой функции 

на некотором подвижном многообразии. Условие (5) принимает вид (4), если функция 

 x,tG  не зависит от времени, и вид (3), если   0, xtF . Таким образом, задача (2), (5) явля-

ется постановкой, включающей в себя задачи (2), (3) и (2), (4). 

В случае когда условие (5) обладает радиальной симметрией, задачу (2), (5) можно 

свести к следующей задаче с одной пространственной переменной: 

 
 

 uq
uun

uupuuut 









1
2 , (6) 
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 
 tfu

tg



. (7) 

Здесь   ,tuu , 



n

i

ix
1

2 ,   00 q , ix  – декартовы координаты, n  – размерность про-

странства,  tg  и  tf  – непрерывно дифференцируемые в окрестности нуля функции, 

  00 f ,   00 g ,   00 f ,   00 g  при 1n ,   00 g  при 1n . Задача (6), (7) является 

основным объектом исследования настоящей статьи. Отметим существенное для дальнейше-

го изложения свойство уравнения (6) – существование тривиального решения 0u  . 

Подходы к исследованию поставленных выше задач диктуются стоящими перед ис-

следователями целями. Например, метод специальных рядов [6] применяется при доказа-

тельстве теорем существования и единственности аналитического решения. Построенные 

при доказательстве решения являются локальными, причем область сходимости зачастую 

оценить невозможно. В связи с этим, для построения решений в заданном интервале времени 

применяются численные методы. Авторы настоящей статьи уже более десяти лет развивают 

собственный подход, сочетающий аналитические и численные методы решения.  

Ранее авторами уравнение (6) рассматривалось только в случае   constup  , что соот-

ветствует степенному виду функции  TP  [7–13]. В данной работе функция  up  может 

иметь произвольный вид при условии непрерывной дифференцируемости и выполнении не-

равенства   00 p . Для уравнения (6) такого вида с краевыми условиями, соответствующи-

ми (3) и (4), ранее были доказаны теоремы существования и единственности аналитического 

решения типа тепловой волны, а также разработаны численно-аналитические алгоритмы ре-

шения [14–16]. В численных алгоритмах использовались радиальные базисные функции 

(РБФ) [17–20] при реализации метода граничных элементов (МГЭ) [21–27] и метода колло-

каций [28]. Краевое условие (7) для уравнения (6) ранее не рассматривалось.  

Данное исследование является продолжением большого цикла работ авторов, однако 

в большинстве опубликованных ранее статей рассматривались условия (7) в частном случае, 

когда 0f   [14, 15]. В качестве непосредственно предшествующих настоящему исследова-

нию укажем работы [13, 29], в которых рассмотрена задача (6), (7) при n = 1, 2 в частных 

случаях. Таким образом, новизна данной статьи состоит в рассмотрении более общего, чем 

ранее, вида уравнения (6) вкупе с краевым условием (7). Отметим, что в доступных источни-

ках мы не нашли решений задач, подобных (6), (7). Для задачи (6), (7) в следующих разделах 

представлена теорема существования и единственности аналитического решения, разработан 

алгоритм численного решения, описан тестовый пример. 

2. Теорема существования и единственности 

Под аналитической функцией в окрестности точки мы понимаем функцию действи-

тельной переменной, которая совпадает в этой окрестности со своим разложением в ряд Тей-

лора. Сформулируем теорему, обеспечивающую существование и единственность аналитиче-

ского решения задачи (6), (7). Поскольку случай n=1 рассматривался ранее, будем далее счи-

тать, что n>1. 

Теорема. Пусть в задаче (6), (7) функции  up ,  uq ,  tf  и  tg  являются аналитиче-

скими в некоторой окрестности точек 0u  и 0t  соответственно, и справедливы соотно-

шения   00 p ,   00 q ,   00 f ,   00 f ,   00 g ;   00 g . Тогда задача (6), (7) при вы-
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боре направления движения фронта тепловой волны имеет единственное аналитическое ре-

шение в точке 0t ,  0g . 

Доказательство. Предваряя доказательство, подчеркнем, что в условиях теоремы за-

дача (6), (7) вырождается [30] в точке 0t ,  0g , что препятствует применению класси-

ческих теорем и приводит к необходимости доказательства специального утверждения, 

обеспечивающего существование и единственность решения. Обоснование теоремы прово-

дится по схеме, ранее неоднократно использованной в аналогичных (более простых) случаях 

в работах авторов [9, 29], поэтому опишем его кратко, останавливаясь только на ключевых 

моментах. 

Доказательство состоит из трех этапов: предварительного и двух основных. На пред-

варительном этапе определяется направление движения тепловой волны. Для этого необхо-

димо сделать в задаче (6), (7) замену  tgz  , ty   (несложно убедиться, что она невы-

рожденная), 

   
 

 
 uq

ygz

uun
uupuuuygu z

zzzzy 





12 ,  yfu
z


0

, (8) 

и положить 0 zy . Получившееся квадратное  уравнение           000,000,00 2  fuqup zz
 

в условиях теоремы имеет два действительных корня    uuz 0,0 , выбор одного из них опреде-

ляет направление тепловой волны: u  – движение вправо; u  – движение влево, в сторону осо-

бой точки 0  . 

Первый основной этап посвящен построению решения в виде двойного ряда по степе-

ням переменных y , z , коэффициенты которых определяются путем последовательного 

дифференцирования уравнения с учетом граничных условий. Фактически выполняется по-

строение ряда Тейлора для функции  zyu , , причем в условиях теоремы коэффициенты 

определяются однозначно при решении трехдиагональных невырожденных систем линейных 

алгебраических уравнений [31]. 

Второй основной этап состоит в доказательстве сходимости построенного ряда. С 

учетом особенностей параболических уравнений, в частности примера С. В. Ковалевской 

[32], это нетривиальная задача. Тем не менее, путем серии последовательных замен удается 

свести задачу (8) к характеристической задаче Коши [33], которая подпадает под действие 

ранее доказанного аналога [9] теоремы Коши–Ковалевской [33], что и гарантирует суще-

ствование аналитического решения, которое по построению при определенном выборе корня 

u  является единственным. 

Вернемся к физическим переменным. В силу аналитичности функции ( )g t  построен-

ное решение является аналитическим в некоторой окрестности точки 0t ,  0g , причем 

  000 ,u ,     00,00,0 22  uut . Отсюда по непрерывности имеем, что при 0t  существует 

линия  ta , на которой выполнено условие 

 
0

 ta
u . (9) 

Таким образом, построенное в ходе доказательства решение, стыкуясь с тривиальным 

0u , образует тепловую волну с фронтом ( )a t  . 
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3. Алгоритм численного решения 

Опираясь на разработанный ранее подход [7, 11, 13], задачу (6), (7) на заданном про-

межутке  Tt ,0  будем решать по шагам, используя разностную аппроксимацию по време-

ни. На каждом шаге khtk   требуется найти функцию  ,ktu , удовлетворяющую уравнению 

(6) и условию (7), в области ее положительных значений. Эта область определяется движени-

ем нулевого фронта тепловой волны  ta , где выполняется условие (9). 

Отметим, что функция  ta  в задаче (6), (7) не задана, поэтому область решения 

    ktaa ,0  неизвестна. Укажем также, что в общем случае       kk taatg ,0 . 

Для корректной формулировки задачи на шаге kt  в известной области, по аналогии с 

работами [11, 13], сделаем специальную замену переменных. А именно, поменяем ролями 

пространственную переменную   и искомую функцию u , поскольку из условия (7) с учетом 

(9) следует, что   ktfu ,0  (известная область) при     kk tatg , . Предположим при этом, 

что функция  tf  монотонна при  Tt ,0 . Тогда уравнение (6) в новых переменных примет 

вид 

 
 

  3
2

2 1
u

u
uuuut uq

un
upu 




 , (10) 

где  utk ,  – функция, обратная к  ,ktu . Задачу (6), (7) в момент kt  будем далее решать  

в два этапа.  

Этап 1. Рассмотрим задачу (6), (7) на отрезке  Rr, , где  ktgr  ,  ktaR  . После 

замены переменных ей будет соответствовать следующая задача в известной области 

 Uu ,0 ,  ktfU  : 

 
 

  














 3

2
2 11

u
u

uutuu uq
un

up
u

, (11) 

r
Uu



. (12) 

Фактически уравнение (11) является обыкновенным дифференциальным уравнением 

(ОДУ) второго порядка, и для решения задачи (11), (12) необходимо сформулировать допол-

нительное граничное условие. Отметим, что значение новой искомой функции   при 0u  

соответствует неизвестному положению нулевого фронта в рассматриваемый момент, 

 ku
ta

0
. (13) 

Можно показать [7], что из (13) следует условие для производной: 

 
 k

uu
ta

p






0
0

. (14) 
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Функция  ta  неизвестна, поэтому использовать в исходном виде условие (14) невоз-

можно. Построим его приближенный вид, для выполнения которого достаточно исходных 

данных. Используя квадратичную аппроксимацию функции    tat  ,0  на промежутке 

 kk ttt ,1 , уравнение (14) можно привести к следующему разностному виду [11]:  

      
 

 
 0,

0

0,

00,0,2

1

1













kuku

kk

t

p

t

p

h

tt
. (15) 

Равенство (15) связывает значения искомой функции и ее производной на текущем 

шаге kt  и предыдущем шаге 1kt . Для использования этого уравнения на первом шаге  

( htt  1 ) необходимо знать эти значения в начальный момент 0t . Очевидно, что 

  00,0  . Для нахождения  0,0u  возьмем полную производную по времени в условии 

(12), записанном в произвольный момент времени: 

  
 

 tgtf
tfuut




. (16) 

Из (16) следует, что при  tfu   

   tgtfut
 . (17) 

Подстановка (17) в уравнение (10) приводит к соотношению 

      
 

  3
2

2 1
u

u
uuuuu uq

un
uputgtf 




 . (18) 

Тогда при 0t ,   00  fu  имеем 

          000,000,00 2  pgf uu . (19) 

В принятых предположениях квадратное уравнение (19) имеет два действительных 

корня разных знаков, которые соответствуют корням u  из предыдущего раздела. Примем 

для определенности, что 0u  (при другом выборе выкладки абсолютно аналогичны), тогда  

 
        

 02

00400
0,0

2

f

pfgg
u




 . (20) 

Учитывая (20), можно утверждать, что условие (15) связывает граничные значения 

искомой функции и ее производной для уравнения (11) в момент kt  с помощью известных 

значений на предыдущем шаге: 

   
 

   
 

*

1

1

0
0,

00,2

,

0,2
v

t

p

h

t

ut

p

h

ut
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k

uku

k 



























. (21) 
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Таким образом, мы имеем второе граничное условие для уравнения (11). Решение за-

дачи (11), (12), (21) будем искать в виде  

     uuutk  , , (22) 

где  u  – частное решение уравнения (11) в момент kt ,  u  – решение следующей задачи 

для ОДУ: 

,0  (23) 

 Ur
Uu




, (24) 

    
 

*

0
0

002
v

p

h
u









. (25) 

Если частное решение  u  найдено, то решение задачи (23)–(25) определяется одно-

значно и имеет вид 

     UrUusu  , (26) 

где   ss  – отрицательный корень квадратного уравнения 

                   0000020022 **2   hvhprUsrUUhvUs , (27) 

к которому сводится условие (25). 

Ввиду зависимости правой части уравнения (11) от искомой функции, решение вида 

(22) задачи (11), (12), (21) будем строить итерационно, по следующей процедуре: 

,00   (28) 

      UrUusu iii  , (29) 

iii  , (30) 
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3
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2

,1

11
i

i

i
iitii uq

un
up

u
. (31) 

где i , i  и i  – i-е итерации решений. Уравнение (31) будем решать методом коллокаций с 

помощью разложения правой части по РБФ: 
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где 
     m

mm uuu   – РБФ, Muu ...,,1  – точки коллокации, расположенные на отрезке 

 U,0 . Каждой 
  um  соответствует функция 

  um , такая что 
   mm dud  22 . Произ-

водная по времени вычисляется методом конечных разностей через значение, найденное  

на предыдущем шаге. Коэффициенты 
 k

n 1 , найденные как решение системы линейных ал-

гебраических уравнений 

   
   

       
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j
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i
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i

i

i
iiti uuq

un
up

u
j

1

1

3
2

2

,

11
, Mj ,...,1 , (33) 

определяют очередную итерацию частного решения:  

    


 
M

m

mm

nn u
1

11 . (34) 

При достаточной близости итераций 1i  и i  итерационная процедура останавлива-

ется, и в качестве решения задачи (11), (12), (21) в момент ktt   принимается непрерывно 

дифференцируемая по u функция  

     uuut iik 11,   . (35) 

Обратную функцию  ,ktu  – решение задачи (6), (7) на отрезке  Rr,  – можно по-

строить без потери точности. Отметим, что в результате решения мы также найдем положе-

ние нулевого фронта тепловой волны в момент ktt  : 

   0,kk tta  . (36) 

Этап 2. Рассмотрим теперь задачу (6), (7) на отрезке  rr ,0 ,    000 agr  . По-

скольку решение предполагается непрерывно дифференцируемым в точке r , задача мо-

жет быть сформулирована следующим образом: 

    
 










un
uquupu

u
u t

11 2 ,  rr ,0 , (37) 

Uu
r



, (38) 

 rtuu kr
,  . 

(39) 

Здесь  rtu k ,
 – значение, найденное на этапе 1. Задача (37)–(39) может быть решена 

итерационно, аналогично (22)–(35). В результате мы найдем непрерывно дифференцируемое 

по пространственной координате решение  ,ktu  задачи (6), (7) в области  rr ,0 . С уче-

том этапа 1 получим решение типа тепловой волны в момент kt : 
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




.,0

,,0,,

k

kk

ta

tagtu
u . (40) 

Таким образом, разработанный алгоритм позволяет построить радиально симметрич-

ное решение уравнения теплопроводности произвольной размерности с произвольным видом 

нелинейности. 

Пример 

Для верификации предложенного алгоритма рассмотрим задачу с известным точным 

решением. Пусть в задаче (6), (7)   1up . Тогда в пространстве размерности n  она имеет 

точное радиально симметричное решение 

 
 











tC

RC

tC
tue

212

, , (41) 

где  , C , R  – положительные константы, 





42n
, 

2




n

n
. Уравнение движения ну-

левого фронта тепловой волны, соответствующее решению (41), имеет вид 

 









 


C

t
Rta 1 , (42) 

где 
2

1




n
. 

Для тестирования алгоритма численного решения в качестве  tg  в условии (7) была 

принята функция 

 









 


C

t
Rtg

3

2
1 . (43) 

Тогда условие (7) принимает вид 

 
  ttguu etg

,


. (44) 

Уравнение (6) с краевым условием (44) было решено с помощью предложенного в 

предыдущем разделе алгоритма при 4 , 1R , 8C . В качестве РБФ были приняты 

функции 
   k

k uuu  . Были построены решения для различных размерностей при различ-

ных значениях шага по времени h . В табл. 1 приведена погрешность найденного положения 

нулевого фронта относительно функции (42) в два момента времени. Результаты расчетов 

показывают, что погрешность немного растет с ростом размерности, но ее порядок остается 

тем же. Также наблюдается сходимость относительно шага по времени. Отметим, что поло-

жение нулевого фронта определяется на этапе 1, и именно в этой точке наблюдается 
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наибольшее отклонение построенного решения от точного. Таким образом, данные табли-

цы 1 показывают корректность расчетов на этапе 1.  

Таблица 1 

Погрешность определения нулевого фронта 

n h t Погрешность 

2 0,1 0,5 5,5·10
−5

 

2 0,05 0,5 2,8·10
−5

 

2 0,025 0,5 1,5·10
−5

 

2 0,1 1 8,3·10
−5

 

2 0,05 1 4,4·10
−5

 

2 0,025 1 2,4·10
−5

 

3 0,1 0,5 6,8·10
−5

 

3 0,05 0,5 3,5·10
−5

 

3 0,025 0,5 1,8·10
−5

 

3 0,1 1 9,4·10
−5

 

3 0,05 1 4,9·10
−5

 

3 0,025 1 2,6·10
−5

 

5 0,1 0,5 8,5·10
−5

 

5 0,05 0,5 4,3·10
−5

 

5 0,025 0,5 2,2·10
−5

 

5 0,1 1 1,0·10
−4

 

5 0,05 1 5,2·10
−5

 

5 0,025 1 2,7·10
−5

 

Таблица 2 

Погрешность численного решения в точке  0g  

n h t Погрешность 

2 0,1 0,5 6,2·10
−5

 

2 0,05 0,5 3,6·10
−5

 

2 0,025 0,5 2,1·10
−5

 

2 0,1 1 9,3·10
−5

 

2 0,05 1 5,5·10
−5

 

2 0,025 1 3,6·10
-5

 

3 0,1 0,5 7,4·10
−5

 

3 0,05 0,5 4,3·10
−5

 

3 0,025 0,5 2,5·10
−5

 

3 0,1 1 9,8·10
−5

 

3 0,05 1 5,8·10
−5

 

3 0,025 1 3,9·10
−5

 

5 0,1 0,5 8,6·10
−5

 

5 0,05 0,5 4,9·10
−5

 

5 0,025 0,5 2,9·10
−5

 

5 0,1 1 9,4·10
−5

 

5 0,05 1 5,7·10
−5

 

5 0,025 1 3,5·10
−5
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В табл. 2 для оценки эффективности решения на этапе 2 сравниваются погрешности 

численных решений в точке   Rg  0 . В этой точке, как наиболее удаленной от точки, где 

заданы граничные условия, наблюдается наибольшее отклонение от точного решения. Дан-

ные табл. 2 демонстрируют сходимость относительно шага по времени, а следовательно, 

корректность расчетов на этапе 2. 

Таким образом, проведенный вычислительный эксперимент показал эффективность 

разработанного алгоритма численного построения радиально симметричной тепловой волны. 

4. Заключение 

В работе рассмотрено нелинейное уравнение теплопроводности с источником. Для 

него сформулирована задача построения в пространстве произвольной размерности радиаль-

но симметричного решения типа тепловой волны, порождаемой ненулевым краевым режи-

мом, заданным на подвижном многообразии. Для поставленной задачи доказана новая тео-

рема существования и единственности решения в классе кусочно-аналитических функций,  

а также предложен пошаговый алгоритм численного построения решения на основе метода 

коллокаций с использованием радиальных базисных функций. На одном из этапов численно-

го алгоритма используется замена типа преобразования годографа. Рассмотренный тестовый 

пример продемонстрировал хорошую точность предложенного алгоритма и сходимость от-

носительно шага по времени. 

Проведенные исследования позволили расширить область применения разрабатывае-

мого авторами комплексного подхода к построению решений вырождающихся нелинейных 

уравнений параболического типа и открывают широкие перспективы для дальнейшего раз-

вития методов решения нелинейных задач математической физики высокой размерности с 

особенностями. 
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