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To study large-scale convective flows (fluid motion in a thin layer), it is possible, for initial 

studies, to consider the Stokes approximation when integrating the Oberbeck–Boussinesq equation. 

The convective derivative in the momentum transfer equations and in the heat conduction equation 

is in this case assumed to be identically equal to zero. The paper discusses several approaches to 

constructing exact solutions for slow (creeping) flows of a non-uniformly heated fluid. Formulas for 

three-dimensional flows in the Lin–Sidorov–Aristov class are given for steady flows. The hydrody-

namic fields are described by polynomials. Exact solutions are given for the velocity field nonline-

arly depending on two spatial coordinates (longitudinal, or horizontal) with coefficients of nonlinear 

forms, which depend on the third coordinate. The study shows how it is possible to automate the 

computation of unknown coefficients for the formation of hydrodynamic fields (velocities and tem-

peratures).  

Keywords: exact solution, Navier–Stokes equation, Oberbeck–Boussinesq equation, Stokes ap-

proximation, convection 
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При изучении конвективных крупномасштабных течений (движение жидкости в тон-

ком слое) можно для первоначальных исследований рассматривать приближение Стокса при 

интегрировании уравнения Обербека – Буссинеска. В этом случае конвективную производ-

ную в уравнениях переноса импульса и в уравнении теплопроводности полагают тожде-

ственно равной нулю. В статье рассмотрено несколько подходов к построению точных ре-

шений для медленных (ползущих) течений неоднородно нагретой жидкости. Для установив-

шихся течений приведены формулы для трехмерных течений в классе Линя – Сидорова – 

Аристова. Гидродинамические поля описываются полиномами. Приведены точные решения 

для поля скоростей, нелинейно зависящего от двух пространственных координат (продоль-

ных, или горизонтальных) с коэффициентами нелинейных форм, зависящими от третьей ко-

ординаты. Показано, как можно автоматизировать вычисления неизвестных коэффициентов 

для формирования гидродинамических полей (скоростей и температуры). 

Ключевые слова: точное решение, уравнение Навье – Стокса, уравнение Обербека – Бус-

синеска, аппроксимация Стокса, конвекция  

1. Введение 

Подавляющее большинство процессов в природе протекает при изменении температу-

ры [1–6]. В жидкостях и газах при наличии градиента температуры происходит интенсивное 

вихревое движение – конвекция. Данный вид теплообмена (теплопередачи) является самым 

распространенным и наблюдаемым способом переноса энергии во Вселенной [4–6]. Безуслов-

но, конвекция индуцируется не только неоднородностью теплового поля. Конвективное дви-

жение может быть вызвано неоднородным распределением примесей в растворе, наличием 

магнитного, электрического полей и других силовых факторов. Механизм конвекции суще-

ственно зависит от силового поля, в котором течет жидкость или газ, что позволяет классифи-

цировать конвективное движение на две группы: естественное и вынужденное [2–4]. 

Для теоретического изучения конвекции используется система Обербека – Бус-

синеска, которая состоит из уравнений Навье – Стокса, уравнения непрерывности (несжима-

емости) и уравнения теплопроводности [2, 3]. Напомним, что система Обербека –Буссинеска 

является приближенной. В уравнениях Навье – Стокса принята аппроксимация плотности по 

Буссинеску: плотность зависит от температуры и учитывается только в объемной силе Ар-
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химеда [2, 3]. В уравнениях непрерывности линейное распределение плотности от темпера-

туры заменяют постоянной плотностью, которую имеет жидкость до нагрева или охлажде-

ния, поэтому используется уравнение несжимаемости [2, 3]. 

Сложность описания конвективных течений несжимаемых сред мотивирует разраба-

тывать новые теоретические подходы к интегрированию уравнений Обербека – Буссинеска. 

Важным вкладом в исследование течения жидкостей является нахождение новых классов класс 

Остроумова – Бириха и построенное на основе этого класса семейство Шлиомиса [6–13]. точ-

ных решений. Первым точным решением для уравнений Обербека –Буссинеска является 

Кроме того, существует класс точных решений Линя – Сидорова – Аристова для интегриро-

вания трехмерных уравнений естественной и вынужденной конвекции [13–19]. Семейство 

точных решений Линя – Сидорова – Аристова представляет собой суперпозицию аддитивно-

го и мультипликативного разделения переменных [16–18, 20]. Такой вид позволяет исполь-

зовать этот класс для геометрически анизотропных областей и для изучения поперечной 

структуры течений, где затруднено или невозможно экспериментальное исследование полей 

скорости, давления и температуры [5, 20]. 

С использованием формул представления гидродинамических полей Линя – Сидорова – 

Аристова были получены классы точных решений для описания конвективных течений жид-

костей с термодиффузией [20], для течений многослойных жидкостей [21, 22], для описания 

движений с учетом вибрации [6]. Был использован класс Линя – Сидорова – Аристова для 

изучения течений жидкостей с учетом диссипативной функции Рэлея [23], для решения задач 

геофизической гидродинамики с учетом объемной силы трения Рэлея [24]. Кроме того, 

найдены классы точных решений для изотермических и конвективных течений жидкостей  

с полем скоростей, нелинейным относительно двух координат [25–32]. 

Можно констатировать, что для теоретического описания нелинейных процессов кон-

векции имеется довольно большой запас точных решений. Важную роль при изучении кон-

вективных движений играет приближение Стокса [2–5]. Аппроксимацию Стокса используют 

для описания медленных (ползущих) течений, полагая приближенно равной нулю конвек-

тивную производную в уравнениях переноса импульса и теплопроводности [2–5]. Построе-

ние точных решений для линейной системы Обербека – Буссинеска имеет самостоятельный 

интерес. В данной статье рассматриваются точные решения системы Обербека – Буссинеска 

для течений Стокса в полиномиальных классах точных решений, а для установившихся те-

чений выписаны формулы гидродинамических полей в явном виде. 

2. Уравнения движения 

Система уравнений Обербека – Буссинеска для описания конвективных течений жид-

костей в неоднородном поле температуры записывается в векторной форме следующим об-

разом [2, 3]: 

3

d
P g T

dt
    

V
V i , 

dT
T

dt
  , 

 0 V .  (1) 

В уравнениях (1) использована аппроксимация Буссинеска для плотности ρ = ρ0(1 − 

T), где ρ0 – средняя плотность жидкости,  – коэффициент теплового расширения, T – от-

клонение температуры от равновесного значения; V(t, x, y, z) = (Vx, Vy, Vz) – вектор скорости; 

P – отклонение давления от гидростатического, деленное на ρ0; ν – кинематическая вязкость; 

g – ускорение свободного падения; χ – коэффициент температуропроводности; 
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1 2 3
x y z

  
   

  
i i i  – оператор Гамильтона; i1, i2, i3 – орты декартовой прямоугольной си-

стемы координат; 
2 2 2

2 2 2x y z

  
   

  
 – оператор Лапласа; 

d

dt t


  


V  – полная производ-

ная (индивидуальная производная, материальная производная, производная в частице, про-

изводная вдоль траектории), состоящая из суммы локальной (местной) и конвективной про-

изводных. 

Рассмотрим далее приближение Стокса для системы (1). Полагаем в уравнениях (1) 

выполнение равенств для конвективных слагаемых   0 V V  и 0T V  полной произ-

водной в эйлеровых координатах. После данной редукции, которая физически является 

асимптотической, получим следующие линейные уравнения движения: 

 
3P g T

t


    



V
V i  , 

 
T

T
t


 


, 

 0 V .  (2) 

Систему уравнений (2) приведем в координатной форме записи в декартовой прямо-

угольной системе координат и запишем в следующем виде: 

 
2 2 2

2 2 2

x x x xV V V VP

t x x y z

    
     

     
, 

 

2 2 2

2 2 2

y y y yV V V VP

t y x y z

    
           

, 

 
2 2 2

2 2 2

z z z zV V V VP
g T

t z x y z

    
       

     
, 

 
2 2 2

2 2 2

T T T T

t x y z

    
    

    
, 

 0
yx z

VV V

x y z

 
  

  
.  (3) 

Точное решение линейной системы уравнений в частных производных (3) будем 

находить в классе Линя – Сидорова – Аристова [16–18, 20]: 

      1 2, , ,xV U z t xu z t yu z t   , 

      1 2, , ,yV V z t xv z t yv z t   , 

  ,zV w z t , 

            
2 2

0 1 2 11 12 22, , , , , ,
2 2

x y
P P z t P z t x P z t y P z t P z t xy P z t      , 

            
2 2

0 1 2 11 12 22, , , , , ,
2 2

x y
T T z t T z t x T z t y T z t T z t xy T z t      . (4) 

Выражения (4), полученные суперпозицией применения аддитивного и мультиплика-

тивного методов разделения переменных, описывают поле скоростей линейными формами 
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относительно координат x и y, а поля давления и температуры – квадратичными формами 

этих же координат. Коэффициенты линейных и квадратичных форм (4) зависят от третьей 

координаты z и времени t.  

Отметим, что точное решение (4) может быть обобщено до представления гидроди-

намических полей следующими формами [25]: 

            
2 2

1 2 3 4 5, , , , , ,
2 2

x

x y
V U z t xu z t yu z t u z t u z t xy u z t      , 

            
2 2

1 2 3 4 5, , , , , ,
2 2

y

x y
V V z t xv z t yv z t v z t v z t xy v z t      , 

      1 2, , ,zV w z t xw z t yw z t   , 

            
2 2

0 1 2 3 4 5, , , , , ,
2 2

x y
P P z t P z t x P z t y P z t P z t xy P z t        

        
3 2 2 3

6 7 8 9, , , ,
3! 2 2 3!

x x y xy y
P z t P z t P z t P z t    , 

            
2 2

0 1 2 11 12 22, , , , , ,
2 2

x y
T T z t T z t x T z t y T z t T z t xy T z t      . 

Изучение свойств данного решения не является целью данной статьи, но иллюстриру-

ет возможность дальнейшего обобщения результатов. 

Подставим формулы для гидродинамических полей (4) в систему уравнений (3). По-

лучим следующую систему:  

  
2 22

1 2
1 11 12 2 2 2

u uU U
P xP yP x y

t z z z

   
       

    
 , 

  
2 22

1 2
2 22 12 2 2 2

v vV V
P yP xP x y

t z z z

   
       

    
 , 

 
2 2 2

0 1 2 11 22 12

22 2

P P P P P Pw x y w
x y xy

t z z z z z z z

       
         

        
  

2 2

0 1 2 11 22 12
2 2

x y
g T xT yT T T xyT

 
      

 
 , 

 
2 2 2 2 2 22 2

0 0 1 2 11 22 12
11 22 2 2 2 2 2 22 2

T T T T T T Tx y
T T x y xy

t z z z z z z

       
        

       
 , 

 1 2 0
w

u v
z


  


.  (5) 

Приравняв коэффициенты при одинаковых степенях x и y в (5), получим следующую 

систему, состоящую из девятнадцати нестационарных нелинейных уравнений в частных 

производных, для определения неизвестных девятнадцати функций: 

 
2

12

U U
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1 1
112
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, 

2
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, 

2

22 22

2

T T

t z

 
 

 
. (6) 

Система (6) состоит из четырнадцати однородных и неоднородных простейших урав-

нений типа теплопроводности и пяти уравнений градиентного типа. 

3. Установившееся течение 

Система уравнений (6) при установившемся течении редуцируется к следующей  

системе обыкновенных дифференциальных уравнений: 
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Уравнения системы (7) выписаны в том порядке, в котором далее осуществляется 

аналитическое интегрирование.  

Решение системы обыкновенных дифференциальных уравнений тридцать первого по-

рядка (7) начнем с определения коэффициентов квадратичной формы для поля температуры: 

1 1 2T c z c  , 
2 3 4T c z c  ,  

11 5 6T c z c  , 
12 7 8T c z c  , 

22 9 10T c z c  ,  

   
3 2

0 5 9 6 10 11 12
3! 2!

z z
T с с с с с z с       . 

Таким образом, поле температуры для установившегося конвективного течения Стокса 

описывается следующим многочленом от трех переменных: 

       
3 2

5 9 6 10 11 12 1 2 3 4
3! 2!

z z
T с с с с с z с c z c x c z c y             

     
2 2

5 6 7 8 9 10
2 2

x y
c z c c z c xy c z c      . 

Далее определим горизонтальные градиенты давления и коэффициенты, стоящие  

перед квадратичными мономами: 

2

1 1 2 13
2

z
P g с с z с

 
    

 
, 

2

2 3 4 14
2

z
P g с с z c

 
    

 
, 

2

11 5 6 15
2

z
P g с с z с

 
    

 
, 

2

12 7 8 16
2

z
P g с с z с

 
    

 
, 

2

22 9 10 17
2

z
P g с с z с

 
    

 
. 

Для удобства коэффициенты для квадратичной формы, описывающей поле давления, 

можно записать следующим образом: 
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1 1 2 13
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z
P g с с z с

 
    

 
, 
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2 3 4 14
2

z
P g с с z c
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2

12 7 8 16
2

z
P g с с z с

 
    

 
, 

2

22 9 10 17
2

z
P g с с z с

 
    

 
. 

Перейдем к интегрированию уравнений для определения фоновых скоростей U и V,  

а также горизонтальных градиентов скоростей (компонент пространственного ускорения): 

4 3 2
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4! 3! 2
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3! 2

z z
c c c c c c z c


       . 

Очевидно, что при соответствующей нормировке постоянных интегрирования выра-

жения можно переписать следующим образом: 

4 3 2
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4 3 2

2 9 10 17 28 29
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, 
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5! 5! 4! 4! 3!
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w V c c c c c c


       

 
 

   
2
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z
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. 

Линейные формы, описывающие горизонтальные скорости, в силу найденных реше-

ний являются многочленами трех переменных: 

4 3 2 4 3 2

1 2 13 18 19 5 6 15 22 23
4! 3! 2 4! 3! 2

x

z z z z z z
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z z z
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. 

Выражение для фонового давления после интегрирования имеет вид 

   
4 3 2

0 5 9 6 10 11 122 2
4! 3! 2

z z z
P g с с с с с с z

 
         

 
 

     
2

15 17 26 28 27 29 31
2!

z
c c c c z c c c



 
        
 

. 

Здесь ci, где 1;31i  , – постоянные интегрирования точного решения системы уравне-

ний (7). Отметим, что частные случаи краевых задач (плоская конвекция) были рассмотрены 

в статьях [33–40], где была показана возможность стратификации  гидродинамических полей 

скорости, давления и температуры. 

4. Заключение 

В статье представлено точное решение для медленных (ползущих) конвективных те-

чений вязкой жидкости. Аппроксимация конвективной производной выполнена по Стоксу.  

В этом случае нелинейная система Обербека – Буссинеска редуцируется к линейной системе 

уравнений в частных производных. Было показано, что для установившихся течений поле 

скорости, поле давления и поле температуры в классе Линя – Сидорова – Аристова описы-

ваются многочленами от трех переменных. Эти многочлены иллюстрируют сложную стра-

тификацию гидродинамических полей для широкого класса граничных условий. 
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