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The paper deals with the construction of exact solutions to a singular heat equation with 

power nonlinearity in the case of numerous independent variables with spatial (e.g. axial or central) 

symmetry. A new class of self-similar solutions is proposed, which reduce to solving the Cauchy 

problem for a second-order nonlinear ordinary differential equation having singularities at the high-

er derivative with respect to the required function and/or the independent variable. The ordinary dif-

ferential equation is studied in two ways: analytically and numerically. The analytical study uses a 

truncated Taylor series with recurrently computed coefficients, for which explicit formulas are ob-

tained. The numerical solution to the problem uses an iteration algorithm based on the collocation 

method and radial basis functions. The numerical analysis shows the convergence of the proposed 

numerical algorithm and its sufficient accuracy enabling one to use the found self-similar solutions 

to verify approximate solutions to the original heat equation. Besides, the numerical analysis has 

allowed the radius of convergence of the constructed Taylor series to be evaluated. The form of the 

constructed self-similar solutions, namely their unboundedness near the symmetry center (axis), en-

ables us to study the behavior and exactness of the numerical solutions to the nonlinear singular 

parabolic-type equation that have been obtained by the stepwise solution method proposed by us 

earlier and possess the same property. 

Keywords: nonlinear heat equation, exact solution, self-similar solution, ordinary differential equa-

tion, power series, collocation method, radial basis functions 
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Работа посвящена проблеме построения точных решений вырождающегося уравнения 

теплопроводности со степенной нелинейностью в случае многих независимых переменных 

при наличии пространственной (например, осевой или центральной) симметрии. Предложен 

новый класс автомодельных решений, нахождение которых сводится к решению задачи Ко-

ши для нелинейного обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка, имею-

щего особенности при старшей производной относительно искомой функции и/или незави-

симой переменной. Изучение обыкновенного дифференциального уравнения проводится 

двумя способами: аналитическим и численным. В ходе аналитического исследования приме-

няются отрезки рядов Тейлора с рекуррентно вычисляемыми коэффициентами, для которых 

получены явные формулы. Для численного решения задачи используется итерационный ал-

горитм, основанный на методе коллокаций и радиальных базисных функциях. Проведенный 

численный анализ показал сходимость предложенного численного алгоритма, а также его 

достаточную точность, позволяющую использовать найденные автомодельные решения для 

верификации приближенных решений исходного уравнения теплопроводности. Также чис-

ленный анализ позволил оценить радиус сходимости построенных рядов Тейлора. Вид по-

строенных автомодельных решений, а именно их неограниченность вблизи центра (оси) 

симметрии, дал возможность исследовать поведение и точность обладающих тем же свой-

ством численных решений нелинейного вырождающегося уравнения параболического типа, 

полученных с помощью предложенного авторами ранее пошагового метода решения. 

Ключевые слова: нелинейное уравнение теплопроводности, точное решение, автомодель-

ное решение, обыкновенное дифференциальное уравнение, степенной ряд, метод коллока-

ций, радиальные базисные функции 

1. Введение 

Проблема построения точных решений нелинейных дифференциальных уравнений  

с частными производными (ДУ с ЧП) является одной из ключевых в математической физике 

[1, 2]. Причина этого заключается в том, что подобные математические объекты значительно 

проще изучать. Это позволяет получить дополнительную информацию о содержательных 

нелинейных свойствах рассматриваемых постановок. Также они оказываются весьма полез-

ными при верификации результатов численных расчетов в случаях, когда сходимость при-

ближенного метода не доказана [3]. Особую значимость указанные обстоятельства приобре-

тают при наличии в ДУ с ЧП вырождения. 
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Одним из классических уравнений математической физики, обладающих указанными 

свойствами, является нелинейное уравнение теплопроводности со степенной нелинейностью [4], 

которое в зарубежной научной литературе именуется также the porous medium equation [5]. 

Это параболическое уравнение [6] второго порядка вырождается [7] на многообразии, где 

обращается в нуль искомая функция. Известно достаточно много точных решений для этого 

уравнения [8], однако они обычно относятся к плоскосимметрическому случаю и/или не об-

ращаются в нуль. Исключением являются работы авторов [9–11], в которых получены новые 

классы точных решений искомого вида (вырождающихся) для случаев центральной и осевой 

симметрии. Полученные точные решения применялись для верификации численных расче-

тов, выполненных с помощью разработанных авторами эвристических приближенных мето-

дов [12]. 

В случае если точное решение получено в виде квадратуры, его изучение можно про-

вести общеизвестными методами математического анализа. Более сложная картина наблю-

дается, когда его построение сводится к интегрированию нелинейного обыкновенного диф-

ференциального уравнения (ОДУ), которое само по себе зачастую оказывается нетривиаль-

ным математическим объектом, особенно при наличии вырождения. Здесь для получения 

свойств решения обычно приходится выполнять серьезное математическое исследование [13]. 

Одним из эффективных подходов здесь является разработка алгоритмов численного решения 

задач Коши для получаемых ОДУ. В случае достаточной точности алгоритмов построенные 

приближенные решения позволяют проводить комплексный численный анализ для изучения 

свойств исследуемых задач, а также построить решения исходной задачи для ДУ с ЧП, кото-

рые могут использоваться в качестве референсных решений. Отметим, что применение клас-

сических разностных методов для решения упомянутых задач Коши затруднено особенно-

стями, которые ОДУ наследует у исходного ДУ с ЧП. В связи с этим эффективным может 

оказаться применение бессеточных методов, таких как метод двойственной взаимности [14], 

метод фундаментальных решений [15], метод коллокаций [16].  

Ранее авторы численно и аналитически изучали некоторые постановки задач Коши 

для вырождающихся ОДУ второго порядка, возникающих при построении точных решений 

нелинейных параболических уравнений, имеющих вид тепловой (диффузионной) волны [17–21]. 

Настоящая работа является продолжением ранее проведенных исследований, рассмотрен но-

вый вид точных решений, которые актуальны, прежде всего, в неодномерном случае. 

2. Постановка задачи 

Рассмотрим нелинейное эволюционное параболическое уравнение второго порядка 

(уравнение нелинейной теплопроводности со степенной нелинейностью [4], the porous 

medium equation [5], уравнение нелинейной фильтрации [22]) 

   TTt , (1) 

где T – искомая функция (температура); t – время; лапласиан   берется по пространствен-

ным переменным x1,…,xμ; α ˃ 1 – константа. Заметим, что при α = 1 имеем классическое ли-

нейное уравнение теплопроводности. 

При наличии  пространственной симметрии уравнение (1) путем несложных преобра-

зований можно представить в виде 

 












uu
uuuut

21
. (2) 
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Здесь σ = α − 1 ˃ 0, ν = μ − 1, u = T
σ
, 22

1 ...  xx . Появляющаяся при этом кон-

станта может быть легко убрана за счет линейной замены независимой переменной t. Наибо-

лее содержательными здесь являются случаи плоской (ν = 0), осевой (ν = 1) и центральной  

(ν = 2) симметрии; тем не менее, предстоящее исследование относится также и к случаям бо-

лее высокой размерности (ν = 3, 4, …). 

3. Аналитическое построение решения 

Решение уравнения (2) допускает следующее представление: 

 











t
wu . (3) 

Подставив выражение (3) в уравнение (2) и приведя подобные слагаемые, получим 

обыкновенное дифференциальное уравнение (ОДУ) вида 

   0
121 222 



































 wwwwwww , (4) 

где ξ = t/ρ. Переменную ξ в литературе обычно называют автомодельной [23]. Решения вида 

(3), строго говоря, автомодельными не являются, но отличаются от них только множителем 

ρ, поэтому сохраним для них данное наименование. 

Для уравнения (4) рассмотрим задачу Коши стандартного вида 

   00 ww  ,   10 ww  . (5) 

В случае если ξ0w0 ≠ 0, задача Коши (4), (5) подпадает под действие классических тео-

рем существования и единственности [24], поэтому он интереса не представляет и далее не 

рассматривается. 

Если же ξ0w0 = 0, то, как легко можно видеть, в уравнении (4) обращается в нуль мно-

житель перед старшей (второй) производной. Классические теоремы тогда оказываются не-

применимы. Именно этот случай и будет предметом дальнейшего изучения. 

Теорема. Пусть ξ0w0 = 0. Тогда задача (4), (5) имеет единственное решение, предста-

вимое в виде ряда Тейлора, в следующих случаях: 1) w0 = 0, 0 , w1 = 0; 2) w0 = 0, ξ0 ≠ 0, 
2

01 w ; 3) w0 ≠ 0, ξ0 = 0,   2

01 1 ww  . При этом в случае 1 решение тривиальное (все 

коэффициенты ряда Тейлора равны нулю), а в случаях 2 и 3 – нетривиальное. При прочих 

условиях Коши задача (4), (5) решений не имеет. 

Для доказательства теоремы построим решение задачи (4), (5) в виде ряда 

 
 









0

0

!k

k

k
k

ww , 

0



k

k

k
d

wd
w , (6) 

коэффициенты которого будем определять индукцией по k. При этом из условий Коши име-

ем, что для k = 0, 1 коэффициенты известны, т. е. база индукции формируется из условия 

теоремы. Подставив эти значения в уравнение (4), можно убедиться, что полученное соот-

ношение будет совместно только при значениях w1, указанных в условии теоремы. 
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Дальнейшее построение проводится посредством последовательного дифференцирова-

ния уравнения (4) с последующей подстановкой найденных ранее значений. Легко убедиться, 

что в случае 1 имеем, что w0 = w1 = w2 = … = 0, т. е. решение действительно тривиальное. 

Случаи 2 и 3 необходимо рассматривать отдельно. Отметим, что линейная замена пе-

ременных Aww ~ ,  B
~

 не меняет вид уравнения (4), если выполнено равенство AB = 1. 

Это позволяет, не теряя общности рассмотрения, принять, что w0 = 0, ξ0 = 1 в случае 2 и 

10 w , ξ0 = 0 в случае 3. 

Случай 2. Для нахождения w2 продифференцируем уравнение (4) по   и положим  

ξ0 = 1, w0 = 0, w1 = σ. Приведя подобные и разрешив выражение относительно w2, получим, что  

 0
11
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1
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w
w .  (7) 

И так далее. Пусть найдены w0, w1, w2, …, wk. Для отыскания wk+1 продифференцируем 

уравнение (4) k раз и подставим значения, известные в силу предположения индукции. По-

лучим, что 
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Разрешив данное соотношение относительно старшего коэффициента, получим сле-

дующее равенство: 
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Здесь   !!! ikikC i

k  . Поскольку w0, w1, w2, …, wk известны в силу предположения 

индукции, причем w0 = 0, по формуле (9) wk+1 определяется однозначно. При этом в случае 

плоской симметрии (ν = 0) имеем, что w2 = w3 = … wk = … = 0, т. е. ряд обрывается, и реше-

ние имеет вид w = σ(ξ – 1). При ν ≠ 0 подобного эффекта не наблюдается. 

 

Случай 3. Аналогично предыдущему случаю имеем, что 
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Как и в случае 2, по формуле (10) wk+1 определяется однозначно; при ν = 0 ряд обры-

вается и решение имеет вид w = ξ/σ+1. 

Таким образом, во всех допустимых случаях ряд (6) построен. Теорема доказана. 

 

Замечание 1. Вопрос о сходимости построенных рядов требует дополнительного изу-

чения, которое является сложной самостоятельной задачей, выходящей за рамки настоящей 

статьи. Тем не менее, выскажем предположение о том, что в случае 2 ряд (5) будет локально 

сходиться при любых допустимых начальных данных, а в случае 3 при некоторых значениях 

входных параметров возможна его расходимость. 

 

Замечание 2. Решение (4), (5) в случае 2 позволяет построить автомодельное решение 

уравнения (2), имеющее тип тепловой волны, следующего вида: 
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0

0

ttw

t
u  (11) 

Исходя из физических соображений, здесь предполагается, что ξ0 ˃ 0. 

 

Замечание 3. Решение (4), (5) в случае 3 позволяет построить автомодельное решение 

уравнения (2) u = ρw(t/ρ), удовлетворяющее начальному условию u|t=0 = w0ρ. Известен при-

мер С. В. Ковалевской [25], который показывает, что задача с начальными данными для 

уравнения теплопроводности может иметь формальное решение в виде ряда Тейлора, кото-

рый, однако, расходится всюду, за исключением момента времени t = 0. Аналогичные ре-

зультаты были получены для нелинейного уравнения в плоскосимметричном случае в работе 

одного из авторов [19]. 

 

Замечание 4. Если ν = 0 (плоская симметрия), обрыв ряда приводит к линейному ре-

шению уравнения (2). В случае 2 оно имеет вид u = σt − σρ; в случае 3: u = t/σ + ρ.  

4. Численный анализ 

Решения задачи (4), (5) в случае 2 могут быть использованы в качестве теста для чис-

ленных алгоритмов решения уравнения (2) с краевым условием, задающим движение фронта 

тепловой волны: 

 0
0


 t

u . (12) 

Чтобы построить нетривиальное решение задачи (2), (12) (соответствующее второй 

строке в правой части уравнения (11)) в момент времени t ˃ 0, нужно найти решение задачи 

(4), (5) на отрезке ξ ϵ [ξ0 + ∞). Отметим, что при ν ˃ 0 уравнение (2) имеет особенность в точ-

ке ρ = 0, соответствующей бесконечно большому значению ξ, поэтому его численное реше-

ние в момент времени t можно построить лишь на отрезке ρ ϵ [ρ
(t)

, t/ξ0], где ρ
(t)

 ˃ 0 – некото-

рое близкое к нулю число. С учетом этого для построения решения задачи (2), (12) на интер-

вале t ϵ [0, T] в области ρ ≥ ρ0 ˃ 0 требуется найти решение задачи (4), (5) на отрезке ξ ϵ [ξ0, 

T/ρ0]. 
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Численное решение задачи (4), (5) будем строить итерационно, с использованием ме-

тода коллокаций [14] и радиальных базисных функций (РБФ) [26, 27]. Для этого представим 

задачу в следующем виде: 

  wwFw  ,, , (13) 
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Итерационные алгоритмы решения задач, подобных (13), (14), были подробно описа-

ны в наших работах [17, 18, 21]. Поэтому изложим вычислительную процедуру кратко. Ре-

шение задачи (13), (14) на отрезке ξ ϵ [ξ0, ξ1] будем искать в виде w(ξ) = p(ξ) + h(ξ), где p(ξ) – 

частное решение уравнения (13), h(ξ) – решение соответствующей задачи для однородного  

уравнения: 
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Итерационный процесс имеет вид: 
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 ,,1 . (19) 

Здесь w(n), p(n), h(n) – n-е итерации решений. Уравнение (19) решается методом колло-

каций с использованием РБФ [14, 21]. Итерационный процесс (16) – (19) останавливается, 

когда при заданном параметре ε ˃ 0 выполняется условие  
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Прежде чем перейти к описанию результатов расчетов, отметим, что при ν = 0 процедура 

(15)–(19) уже на первой итерации приводила к линейному точному решению (см. Замечание 4). 

Задача (13), (14) была решена с помощью алгоритма (16) – (20) при σ = 2, ξ0 = 1 и раз-

личных значениях параметров ν, ξ1 и числа точек коллокации M, используемых при решении 

уравнения (19) и расположенных на отрезке [ξ0, ξ1]. Оценка точности расчетов производи-

лась с помощью невязки уравнения (4) при подстановке полученных численных решений: 
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Приведенные в табл. 1 значения невязок позволяют сделать следующие выводы. 

Предложенный алгоритм сходится относительно числа точек коллокации. Увеличение ξ1,  

т. е. увеличение интервала времени, на котором нужно построить решение задачи (2), (12), 

приводит к снижению точности решения и требует увеличения числа точек коллокации. 

Таблица 1  

Невязки уравнения (4) для численных решений 

ν  ξ1 M δ(w)  ν ξ1 M δ(w) 

1 

2 

10 3,8 ∙ 10
−5

  

2 

2 

10 4,4 ∙ 10
−5

 

20 9,5 ∙ 10
−7

  20 1,1 ∙ 10
−6

 

50 1,8 ∙ 10
−7

  50 5,3 ∙ 10
−7

 

5 

10 3,4 ∙ 10
−2

  

5 

10 5,4 ∙ 10
−2

 

20 1,7 ∙ 10
−4

  20 5.1 ∙ 10
−4

 

50 4,8 ∙ 10
−6

  50 4,1 ∙ 10
−5

 

8 

20 1,4 ∙ 10
−2

  

8 

20 1,1 ∙ 10
−2

 

50 2,6 ∙ 10
−4

  50 2,3 ∙ 10
−4

 

100 9,2 ∙ 10
−5

  100 1,2 ∙ 10
−4

 

 

Аналогичная оценка точности была проведена для отрезков ряда (6), 
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построенных в соответствии с доказательством теоремы. Невязки уравнения (4) при σ = 2,  

ξ0 = 1 и различных значениях параметров ν, ξ1 и степени отрезка ряда n приведены в табл. 2. 

Отметим, что если для численного решения значение ξ1 является параметром итерационного 

алгоритма (для разных ξ1 мы имеем разные решения), то при оценке точности решения (22) 

ξ1 лишь задает отрезок, на котором мы оцениваем невязку (см. (21)). Приведенные в табл. 2 

результаты дают основания полагать, что в обоих рассмотренных случаях ряд (6) имеет ра-

диус сходимости не менее 1/2. Приведенные данные также показывают, что область сходи-

мости рядов ограничена и невелика, в связи с чем использовать отрезки рядов (22) для по-

строения решений задачи (2), (12) можно лишь на небольшом интервале времени.  

Таблица 2  

Невязки уравнения (4) для решений в виде отрезков рядов 

ν ξ1 n δ(w)  ν ξ1 n δ(w) 

1 

1,3 

10 3,4 ∙ 10
−4

  

2 

1,3 

10 7,2 ∙ 10
−4

 

20 3,1 ∙ 10
−8

  20 1,6 ∙ 10
−7

 

30  2,1 ∙ 10
−12

  30  2,5 ∙ 10
−11

 

1,5 

10 6,8 ∙ 10
−2

  

1,5 

10 1,4 ∙ 10
−1

 

20 1,0 ∙ 10
−3

  20 5,2 ∙ 10
−3

 

30 1,1 ∙ 10
−5

  30 1,4 ∙ 10
−4

 

1,7 

10 2,2  

1,6 

10 9,6 ∙ 10
−1

 

20 9,5 ∙ 10
−1

  20 2,2 ∙ 10
−1

 

30  3,0 ∙ 10
−1

  30  3,6 ∙ 10
−2

 

1,9 

10 3,1 ∙ 10
1
  

1,8 

10 2,1 ∙ 10
1
 

20 1,5 ∙ 10
2
  20 8,4 ∙ 10

1
 

30 6,8 ∙ 10
2
  30 2,4 ∙ 10

2
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Автомодельные решения уравнения (2), полученные по формуле (11) из найденных 

решений задачи (13), (14), были сопоставлены с решениями задачи (2), (12) с помощью по-

шагового алгоритма, представленного в работах [17, 21]. На рис. 1 показано сравнение полу-

ченных решений при σ = 2, ν = 1, ξ0 = 1 в четыре момента времени.  

 

 

Рис. 1. Сравнение численных и точных решений задачи (2), (12): 1 – пошаговое численное 

решение с шагом h = 0,1; 2 – пошаговое численное решение с шагом h = 0,05;  

3 – автомодельное решение при  ξ1 = 2; 4 – автомодельное решение при ξ1 = 5;  

5 – автомодельное решение при ξ1 = 8 

Прокомментируем подробно графики, соответствующие моменту t = 0,2.  

Поскольку решение задачи (2), (12) в каждый момент времени неограниченно возрас-

тает при ρ→0, при реализации пошагового алгоритма на каждом шаге t = tk нужно было за-

дать область решения, не содержащую нулевое значение переменной ρ. Нами в качестве та-

кой области был принят отрезок ρ ϵ [0,05tk, tk], поскольку нулевой фронт в рассматриваемом 

случае имеет вид ρ = t. Таким образом, пошаговые решения (графики 1 и 2) определены при  

t = 0,2 на отрезке ρ ϵ [0,01, 0,2]. 

Напомним, что решение задачи (2), (12) (его ненулевая часть), найденное по формуле (11) 

из решения задачи (13), (14) при заданном значении ξ1, в каждый момент времени t имеет 

смысл на отрезке ρ ϵ [t/ξ1, t]. Следовательно, при t = 0,2 график 3 определен для ρ ϵ [0,1, 0,2], 

график 4 – для ρ ϵ [0,04, 0,2], график 5 – для ρ ϵ [0,025, 0,2]. 

В остальные моменты времени области определения приведенных графиков анало-

гичны.  

Проиллюстрированные на рис. 1 результаты расчетов можно интерпретировать сле-

дующим образом. Сходимость пошагового алгоритма решения задачи (2), (12) подтверждена 

для рассматриваемого случая, когда на каждом шаге t = tk, по сути, требуется найти решение 

в открытой области ρ ϵ (0, tk]. Автомодельные решения, построенные с помощью численного 

решения задачи (13), (14) при различных значениях параметра ξ1, близки в общей части об-

ласти определения. Это говорит о стабильности использованного алгоритма. Кроме этого, 

можно сделать вывод, что, несмотря на снижение точности решения задачи (13), (14) с ро-

стом ξ1 (см. табл. 1), полученные даже при достаточно больших значениях ξ1 автомодельные 

решения могут быть использованы для тестирования методов приближенного решения зада-
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чи (2), (12). При этом чем больше ξ1, тем в большей области можно провести верификацию 

приближенного решения. 

5. Заключение 

В статье исследован новый класс автомодельных решений многомерного нелинейного 

уравнения теплопроводности со степенной нелинейностью (the porous medium equation). По-

казано, что при наличии пространственной симметрии построение таких решений можно 

свести к интегрированию ОДУ второго порядка. Наибольший интерес представляют те ре-

шения ОДУ, которые соответствуют случаю, когда зануляется множитель перед старшей 

(второй) производной. Это происходит, если в нуль обращается автомодельная переменная 

и/или искомая функция. Тогда классические теоремы существования и единственности ока-

зываются неприменимыми, и требуется специальное исследование, которое проводилось 

двумя способами: во-первых, аналитически, с использованием представления решения в ви-

де Ряда Тейлора с рекуррентно вычисляемыми коэффициентами, для которых в некоторых 

случаях получены приближенные оценки радиусов сходимости; во-вторых, численно, с по-

мощью алгоритма, основанного на методе коллокаций и радиальных базисных функциях. 

Численный анализ показал достаточную точность предложенного алгоритма решения ОДУ, 

что позволяет использовать полученные решения для построения автомодельных решений 

исходного уравнения теплопроводности, которые, в свою очередь, могут служить для вери-

фикации приближенных решений типа тепловой волны, в частности, с помощью разработан-

ного авторами ранее пошагового метода.  

Таким образом, построенные решения ОДУ интерпретированы с точки зрения исход-

ного уравнения в частных производных. Показано, что в одном из рассмотренных случаев их 

можно использовать для построения тепловой волны, которая распространяется по нулевому 

фону с конечной скоростью. 

Особо следует отметить, что найденные автомодельные решения в неодномерных 

случаях имеют существенное отличие от полученных авторами ранее точных решений нели-

нейного уравнения теплопроводности, а именно: они неограниченно возрастают вблизи цен-

тра (оси) симметрии. С помощью этих решений авторам впервые удалось верифицировать 

предложенный ими пошаговый алгоритм численного решения для подобного случая, когда в 

каждый момент времени нетривиальное решение определено в открытой пространственной 

области. 
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