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The paper brings together all the assumptions about the properties of discontinuous flows  

of an ideal (perfect) gas, both formulated in textbooks and not formulated in the available literature, 

but having actually been long and effectively used. In addition, some new assumptions are physical-

ly grounded and formulated for the plane steady-state flow. All these properties are formulated in 

the form of a continuous continuum hypothesis for plane stationary flows of an ideal (perfect) gas. 

The hypothesis is formulated in such a way that, to justify the calculations and reasoning in the so-

lution of problems, it would be possible not to resort to physical considerations every time again, 

but to rely on the “ready” statements of the hypothesis. Using the statements of this hypothesis,  

a sufficient condition for the impossibility of the existence of discontinuities in the flows occurring 

in flat channels is obtained. In the derivation of sufficient conditions, were use only the statements 

of the hypothesis, without involving any additional physical considerations. 

Keywords: continuous continuum, perfect gas, discontinuous gas flows, smoothness of flow  

parameters. 
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В работе собраны все предположения о свойствах разрывных течений идеального со-

вершенного газа: сформулированные в учебниках и не сформулированные в доступной лите-

ратуре, но фактически уже давно эффективно использующиеся. Кроме того, для плоского 

стационарного течения физически обоснованы и сформулированы некоторые новые предпо-

ложения. Все эти свойства представлены в виде гипотезы непрерывной сплошной среды для 

плоских стационарных течений идеального совершенного газа. Гипотеза сформулирована 

таким образом, чтобы для обоснования выкладок и рассуждений при решении задач можно 

было не прибегать всякий раз заново к физическим соображениям, а опираться на готовые 

положения гипотезы. С использованием положений гипотезы получено достаточное условие 

невозможности существования разрывов в течениях, происходящих в плоских каналах. При 

выводе этого достаточного условия были использованы только положения гипотезы и не 

привлекались никакие дополнительные физические соображения. 

Ключевые слова: непрерывная сплошная среда, идеальный совершенный газ, разрывные 

течения газа, гладкость параметров течения. 

1. Введение 

Ряд практически важных задач газовой динамики не имеет решений в классе гладких 

(непрерывно дифференцируемых) функций. Плотность и скорость могут иметь разрывы на 

поверхности, разделяющей две сонаправленные газовые струи с одинаковым давлением.  

В сверхзвуковых течениях могут существовать поверхности слабых разрывов (разрывы про-

изводных без разрыва параметров) и скачки уплотнения – поверхности, после пересечения 

которых течение становится дозвуковым. Представление о поверхностях вводится, чтобы не 

рассматривать зоны течений, являющиеся тонкими слоями порядка средней длины свобод-

ного пробега молекул с большими градиентами гидродинамических параметров. Дело в том, 

что для идеального (роль диффузии молекул пренебрежимо мала, вязкость и теплопровод-

ность считаются равными нулю) уравнения Эйлера учитывают только конвективный перенос 

и поэтому не позволяют исследовать структуру узких переходных зон в рамках гладких 

функций. Представление о поверхностях оправдывается тем, что во многих задачах толщина 

этих слоев пренебрежимо мала по сравнению с характерными размерами области течения,  

и ее можно считать равной нулю, рассматривая упомянутые слои как поверхности разрыва. 

Чтобы учесть возможность присутствия в решениях поверхностей разрыва, решения ищутся 

в наиболее простом для применения математического анализа классе негладких функций –  

в классе кусочно-гладких функций. Во всех точках течения, в том числе и на поверхностях 

разрывов, должны соблюдаться законы сохранения массы, импульса и энергии. В зонах 
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гладкости для идеального газа эти законы равносильны уравнениям Эйлера, уравнению не-

разрывности и уравнению состояния для движущихся макрочастиц газа. Считается, что раз-

рывы могут располагаться только на конечном количестве кусочно-гладких поверхностей.  

И хотя этот класс не исчерпывает всех возможных с точки зрения математики расположений 

точек разрыва, дальнейшего ослабления гладкости до сих пор не требовалось. Именно такие 

решения рассматриваются в ставших классическими учебниках и монографиях [1–4].  

Причина этого так объяснена Л. И. Седовым: «Снятие требования непрерывности и допуще-

ние о кусочной гладкости искомых решений обеспечивает при соответствующей постановке 

задачи существование и единственность решения. Получающиеся разрывные решения могут 

хорошо соответствовать реальным эффектам, наблюдаемым на практике» [5, гл. VII]. Таким 

образом, рассмотрение течений в классе кусочно-гладких функций соответствует широкому 

классу практически важных задач газовой динамики. 

Исследование общих свойств течений газа в классе кусочно-гладких функций предпо-

лагает возможность наличия разрывов давления, плотности и скорости ( p ,  , V ) или раз-

рывов их производных во внутренних точках течения. В постановках соответствующих кра-

евых задач ни количество разрывов, ни места их расположения заранее не указаны и должны 

быть определены в процессе решения. В этой связи следует упомянуть доказанную в насто-

ящее время гипотезу Буземанна – Гудерлея – Франкля о том, что гладкое околозвуковое те-

чение вокруг произвольного профиля невозможно [2, гл. V]; в таком течении обязательно 

будет поверхность разрыва. 

При исследовании течений жидкости и газа нередко прибегают к использованию фи-

зических соображений. С одной стороны, результат, полученный с использованием физиче-

ских соображений, зачастую значительно превосходит результаты не только математиков, 

опирающихся на известные закономерности, но превосходит и результаты очень опытных 

физиков, которые понимают сложность задачи и не осмеливаются утверждать, что им априо-

ри понятна физическая картина явления. Но если интуиция подведет, то такой результат мо-

жет оказаться ошибочным. Поэтому использование физических соображений, относящихся, 

как правило, к специфичной именно для рассматриваемой задачи ситуации, впервые сфор-

мулированных по ходу исследования и не прошедших широкого обсуждения, представляется 

недопустимым. При этом некоторые физические соображения, не содержащиеся в сформу-

лированных известных законах, давно подтверждены правильностью выводов, которые по-

лучены с их использованием, и требуют лишь формализации. На такие физические сообра-

жения вполне допустимо опираться при исследованиях. Речь идет о физических допущениях, 

проверенных практикой и апробированных известными учеными. 

В статье предпринята попытка собрать воедино все предположения о свойствах раз-

рывных плоских стационарных течений газа: и сформулированные в учебниках [1–5], и не 

сформулированные в доступной литературе, но фактически уже давно эффективно исполь-

зующиеся, предположения. Кроме того, для плоского стационарного течения физически 

обоснованы и сформулированы некоторые новые предположения (они касаются вопросов 

гладкости параметров течения и линий разрывов). Все эти свойства (известные и предло-

женные в статье) сформулированы ниже в виде гипотезы непрерывной сплошной среды 

для плоских стационарных течений идеального совершенного газа. Подчеркнем, что речь 

идет именно о предположениях (о моделях), а не о различных теоремах газовой динамики, 

которые доказаны, например, на основе уравнений Эйлера и предположения о сохранении 

энтропии на линиях тока (в зонах гладких параметров течения). Речь идет о самих уравне-

ниях Эйлера и о различных физически обоснованных свойствах, на основе которых дока-

зываются подобные теоремы. Поэтому среди положений гипотезы отсутствуют, например, 

теоремы Гельмгольца, Никольского – Таганова [6], дозвуковой принцип максимума скоро-

сти и другие известные утверждения, которые являются следствиями уравнений Эйлера и 

физически обоснованных утверждений. Гипотеза сформулирована таким образом, чтобы 
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для обоснованности выкладок и рассуждений при решении задач и при теоретических ис-

следованиях можно было опираться на положения гипотезы, а не манипулировать физиче-

скими соображениями по ходу исследования. Это позволит привлечь к исследованиям ма-

тематиков, что является одной из главных целей данной статьи. Гипотеза представлена для 

обсуждения, и, возможно, некоторые ее положения будут изменены в будущем. При этом, 

как представляется, причиной для внесения изменений в гипотезу будет не сомнительность 

того или иного положения, а избыточность или недостаточность положений гипотезы для 

математического (без привлечения дополнительных физических соображений) исследова-

ния плоских течений газа. 

В качестве примера состоятельности гипотезы с ее использованием были рассмотре-

ны краевые задачи, в которых решения ищутся в классе кусочно-гладких функций (то есть 

допускается наличие разрывов), но, в силу положений гипотезы, существование разрывов 

становится невозможным при надлежащем выборе граничных условий. Интерес к таким 

течениям вызван тем, что уравнения Эйлера выполняются во всех точках, и известные ма-

тематические теоремы из теории уравнений в частных производных (например принципы 

максимума) позволяют делать интересные выводы об общих свойствах таких течений.  

В результате использования положений гипотезы (без привлечения дополнительных физи-

ческих соображений) получено достаточное условие невозможности существования разры-

вов в течениях, происходящих в плоских каналах. 

2. Гипотеза непрерывной сплошной среды для плоских стационарных течений  

 идеального совершенного газа 

Прежде чем сформулировать гипотезу, напомним о некоторых положениях, которые 

уже давно де-факто являются общепризнанными. Свойство кусочной гладкости гидродина-

мических параметров постоянно упоминается и используется во всей классической литера-

туре. Условия сохранения массы, импульса и энергии при протекании вещества через по-

верхность разрыва или равенство давлений на разных сторонах тангенциального разрыва 

четко указаны в [1–5]. Иначе обстоит дело с непрерывностью вторых производных. Речь 

идет о предположении, которое де-факто используется, но обычно не оговаривается. Оно со-

стоит в том, что в области гладкости (области непрерывности первых производных) вторые 

производные также считаются непрерывными. Однако есть одно отличие. Если кусочная 

гладкость предполагает возможность непрерывного продолжения производных из зоны 

гладкости на соответствующую сторону поверхности разрыва, то непрерывность вторых 

производных гидродинамических параметров касается только гладких участков поверхно-

стей разрыва. Предположение о непрерывности вторых производных внутри областей глад-

кости подтверждается тем, что оно позволяет объяснить некоторые экспериментально 

наблюдаемые явления, а также тем, что оно эффективно используется в численных методах. 

Приведем четыре примера. 

Первый пример. В [2, гл. II] объяснено, почему компоненты скорости безвихревого 

дозвукового стационарного течения ( 1M , M  – число Маха) сжимаемой жидкости при-

нимают свои наибольшие значения на границе области течения (дозвуковой принцип макси-

мума модуля скорости). Объяснение основано на теореме Хопфа [7, 8] и поэтому предпола-

гает непрерывность вторых производных компонент скорости. 

Второй пример. В статье [9] получено необходимое условие существования внутрен-

них звуковых точек для плоских и осесимметричных течений, в которых 1M . Оно объяс-

няет тот факт, что если в потоке 1M  существует внутренняя звуковая точка, то эта точка 

лежит на прямой звуковой линии, состоящей из звуковых точек. Эта прямая звуковая линия 

в каждой точке перпендикулярна скорости газа и не может заканчиваться внутри потока.  

В [10] это свойство названо «свойством прямолинейности» и было использовано для постро-

ения плоских и осесимметричных конфигураций с максимально возможным критическим 
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числом Маха 
*M . Доказательство свойства прямолинейности существенным образом опи-

рается на предположение о непрерывности вторых производных компонент скорости, хотя 

специально в [9] не оговаривается. 

Третий пример. Как в стационарном, так и в нестационарном безвихревом течении 

несжимаемой жидкости давление не может достигать своего минимума во внутренних точ-

ках течения. Это показано, например в [4, гл. 6], чтобы объяснить, почему кавитация зарож-

дается именно на поверхности обтекаемых тел. Для соответствующего доказательства недо-

статочно гладкости или существования вторых производных. Достаточным условием для 

обоснованности доказательства является непрерывность вторых производных давления. 

И наконец, четвертый самый известный пример. Теоремы Гельмгольца о вихрях ле-

жат в основе известного и проверенного на практике численного метода дискретных вихрей 

[11–14]. При доказательстве теорем Гельмгольца используется факт равенства нулю ротора 

от градиента давления. И снова достаточным условием для обоснованности доказательства 

является непрерывность вторых производных давления. 

С математической точки зрения из кусочной гладкости не следует существование  

и тем более кусочная непрерывность вторых производных. Например, первообразная 

функции Ван-дер-Вардена [15, гл. XII] непрерывно дифференцируема, и при этом ни в од-

ной точке она не имеет второй производной. Поэтому утверждение о существовании и не-

прерывности вторых производных в областях, где существуют и непрерывны первые про-

изводные, следует считать еще одной общепризнанной гипотезой, наряду с предположени-

ем о кусочной гладкости. 

Рассмотрим плоское стационарное дозвуковое течение без точек торможения. В таком 

течении не может быть точек, в которых давление и плотность равны нулю. Действительно, 

в стационарных течениях могут существовать два типа зон. В зонах первого типа частицы 

газа (не молекулы, а макрочастицы) находятся конечное время. Соответствующие этим ча-

стицам линии тока начинаются и заканчиваются на границах течения. Для таких частиц пре-

небрежение диффузией молекул оправдывается конечным временем процесса. В зонах вто-

рого типа частицы газа, вообще говоря, движутся, но все время остаются в области течения. 

В связи с неограниченным временем процесса (для стационарных течений) диффузией моле-

кул в таких зонах пренебрегать нельзя. Для дозвуковых течений, по сравнению со сверхзву-

ковыми течениями, этот эффект выражен сильней, поскольку в дозвуковом потоке скорость 

частиц газа ниже средней скорости молекул. По этой же причине нельзя пренебречь диффу-

зией молекул из соседних зон в зону вакуума, которая могла появляться, пока течение уста-

навливалось. Вакуум не может соседствовать с дозвуковой зоной ненулевой плотности  

в стационарных дозвуковых течениях. Поэтому среди возможных решений уравнений Эйле-

ра реальности могут соответствовать только те решения, в которых давление и плотность не 

обращаются в ноль, по крайней мере, во внутренних точках подобластей с гладкими пара-

метрами ( p ,  , V ). 

Из лагранжева представления о движении частицы газа следует, что если скорость  

в точке не равна нулю, то эта точка не может представлять собой одну изолированную точку 

разрыва, окруженную областью гладких параметров. 

Поскольку в данной статье речь идет о плоских течениях, будем говорить не о по-

верхностях разрыва, а об их проекциях на плоскость течения – о линиях разрыва. Предполо-

жение о кусочной гладкости линий разрывов, само по себе, значительно сужает класс вари-

антов расположения точек разрыва. Однако исходя из физических соображений, можно еще 

более упростить вид рассматриваемых кривых. Как уже было замечено, разрыв, строго гово-

ря, является не линией, а «размытой» полосой, шириной не менее длины свободного пробега. 

Площадь полосы не может быть бесконечной, если полоса расположена в ограниченной об-

ласти течения. Поэтому линию разрыва в ограниченной области можно считать имеющей 

ограниченную длину. Кроме того, поскольку кривизна полосы ограничена, можно считать, 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 3, 2019 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

31 

 

 

Prosviryakov E. Yu. A sufficient condition for the absence of strong and weak discontinuities in gas flows in flat channels // 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures. – 2019. – Iss. 3. – P.25–40. – DOI: 10.17804/2410-

9908.2019.3.025-040. 

 

что если кусочно-гладкая кривая разрыва не замкнута сама на себя, то у нее есть начало и 

конец с определенными предельными положениями касательных векторов. 

Сказанное выше, а также широко известные из учебников положения, обосновывают 

содержательность рассмотрения плоского стационарного течения идеального совершенного 

газа при отсутствии внешних сил в следующей постановке, допускающей существование ли-

ний разрыва. Ниже используются обозначения: V  – скорость; 0   – плотность; 0k  –

показатель адиабаты; p  – давление. 

3. Гипотеза непрерывной сплошной среды для плоских стационарных течений  

 идеального совершенного газа 

Пусть Oxy  – произвольная прямоугольная декартова система координат, лежащая в 

плоскости течения. Ограниченная область течения газа может состоять из объединения не 

более чем конечного числа подобластей, в каждой из которых гидродинамические парамет-

ры p ,  , V  являются дважды непрерывно дифференцируемыми функциями координат x  и 

y . Границы всей области течения и границы, разделяющие подобласти, являются кусочно-

гладкими линиями. Если область течения ограничена, то все эти линии имеют конечную 

длину, а кривизна гладких участков ограничена сверху. Параметры p ,  , V  допускают не-

прерывное продолжение из внутренних точек на «свою» сторону границы подобласти.  

На гладкие участки линии разрыва также возможны непрерывные продолжения производ-

ных p ,  , V . Эти непрерывные продолжения на разных сторонах границы, разделяющей 

подобласти, вообще говоря, могут не совпадать. Границы, разделяющие подобласти, являют-

ся линиями разрыва хотя бы одного из гидродинамических параметров или его первых про-

изводных. Если в некоторой области все три параметра p ,  , V  являются гладкими, т. е. 

непрерывны вместе со своими первыми производными по координатам x  и y , то в этой об-

ласти существуют и непрерывны вторые производные p ,  , V . Плотность и давление во 

внутренних точках подобластей гладкости не обращаются в ноль. Упомянутые подобласти 

могут содержаться одна внутри другой или содержать во внутренних точках незамкнутую 

линию разрыва, не являющуюся границей какой-либо подобласти. Если в течении нет точек 

торможения, то в упомянутых областях гладкости не может находиться изолированная точка 

разрыва. Предположение о возможности непрерывного продолжения производных не отно-

сится к точкам излома кусочно-гладких линий разрыва. Если кусочно-гладкая кривая разры-

ва не замкнута сама на себя, то у нее есть начало и конец с определенными предельными по-

ложениями касательных векторов. 

На любом гладком участке линии разрыва, который пересекается макрочастицами газа, 

должны быть непрерывны следующие четыре функции, зависящие от параметров p ,  , :V  

V ;  nV ; 
2 np V ; 

2 2

1 2 2


 

    
 

n
n

k V V
p V

k
, 

где V  и 0nV  – касательная и нормальная к линии разрыва составляющие вектора скоро-

сти V . Если величина 
 kp  для макрочастицы газа при переходе линии разрыва меняется 

скачкообразно, то только в сторону увеличения. 

Если через гладкий участок линии разрыва не происходит перенос макрочастиц газа 

 0nV , то единственным условием на таком участке является непрерывность давления p . 

Движение газа внутри каждой подобласти с гладкими параметрами описывается 

уравнениями Эйлера, записанными, например, в форме Громеки – Ламба [1]: 
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2

rot
2

 
    

  

p V
V V ;  V V , (1) 

уравнением неразрывности [1] 

 div 0 V  (2) 

и уравнением адиабатического движения частиц газа 

  0  kpV . (3) 

Примером ограниченной (плоской) области, упоминаемой в приведенной формули-

ровке, может быть область течения в плоском канале, ограниченная входным и выходным 

сечениями, а также стенками канала. 

Ниже из этой гипотезы будут получены интересные выводы о линиях разрыва в плос-

ких дозвуковых течениях без точек торможения. 

4. Плоские дозвуковые течения без точек торможения 

В следующих разделах будут исследованы линии разрыва, расположенные во внут-

ренних точках течения, в котором скорость газа всюду ограничена снизу некоторой положи-

тельной константой V  и не достигает скорости звука: 

0  VV ; (4) 

2 0 kp V . 
(5) 

Эти два неравенства являются формальным определением термина «дозвуковое тече-

ние без точек торможения».  

5. Тангенциальные разрывы 

Независимо от того, какой гидродинамический параметр или его производная терпит 

разрыв, все возможные ситуации разделяются на два типа: есть разрыв плотности или нет. 

Если на гладком участке линии разрыва скачкообразно меняется плотность и скорость 

имеет ненулевую нормальную к этой линии составляющую, то такой разрыв называют скач-

ком уплотнения [1–5]. С одной из его сторон скорость будет выше скорости звука, что про-

тиворечит условию (5), и такой разрыв внутри дозвукового течения невозможен. Если же 

скорость не имеет нормальной к линии разрыва составляющей, то можно привести пример 

течения с разрывом плотности при соблюдении условий (4) и (5). Это упомянутое во введе-

нии дозвуковое течение двух параллельных, имеющих общую поверхность (для плоских те-

чений – общую линию) соприкосновения, однородных потоков газа разной плотности, но 

одинакового давления. На таких линиях разрыва, в которых скорость не имеет нормальной к 

линии разрыва составляющей, не исключена возможность разрыва скорости. Но предельные 

значения вектора скорости с разных сторон линии разрыва, согласно (4), не равны нулю и 

определяют предельные положения линий тока. Следовательно, если в течении есть линия 

разрыва плотности и выполнены условия (4) и (5), то на гладком участке этой линии лежат 

предельные положения линий тока (тангенциальный разрыв). Заметим, что это верно для 
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разных вариантов разрывности или непрерывности остальных гидродинамических парамет-

ров на линии разрыва плотности. 

Теперь рассмотрим гладкий участок линии разрыва, на котором плотность непрерыв-

на. При этом никаких предположений о непрерывности p , V  или о непрерывности произ-

водных p ,  , V  делать не будем. Возможны два случая в зависимости от того, равна ли 

нулю нормальная к линии разрыва составляющая скорости. 

Первый случай. Скорость имеет ненулевую нормальную к линии разрыва составляю-

щую. Тогда частицы газа переносят через разрыв массу, импульс и полную энтальпию. По-

вторяя известные [1–5] выкладки для получения условий на прямых и косых скачках уплот-

нения, получим, что из непрерывности плотности следует непрерывность давления и вектора 

скорости. Покажем, что при этом производные гидродинамических параметров также будут 

непрерывны. 

Расположим начало прямоугольной декартовой системы координат Oxy  в произволь-

ной внутренней точке гладкого участка рассматриваемой линии разрыва. Ось Ox   

направим по касательной к этой линии. В силу непрерывности гидродинамических парамет-

ров на линии разрыва продолжения их производных по координате x  на обе стороны этой 

линии будут одинаковы в начале координат. Уравнения (1) – (3) также выполнены с обеих 

сторон от линии разрыва. Если записать их в системе координат Oxy , учитывая непрерыв-

ность p ,  , V  и равенство производных p ,  , V  по координате x  в начале координат,  

то можно заключить, что в начале координат при переходе через линию разрыва остаются 

неизменными следующие четыре величины (здесь xV , yV  – компоненты скорости V ): 

1





y xq V V

y
; 2

1 
 

  
y yq V V p

y y
; 3

 
   

 
y yq V V

y y
; 4

 
   

 
y yq V p kpV

y y
. (6) 

Эти равенства задают систему линейных уравнений относительно производных 



xV

y
; 




yV

y
; 



p

y
; 



y
. Определитель системы равен  2 2y yV kp V . Предположительно скорость 

имеет ненулевую нормальную к поверхности разрыва составляющую, т. е. 0yV . Кроме то-

го, 2 2yV V , что вместе с (5) обеспечивает положительность рассматриваемого определителя. 

Следовательно, производные 



xV

y
; 




yV

y
; 




p

y
; 




y
 однозначно определяются через 1q ; 

2;q  3q  и 4q , а это означает их непрерывность в начале координат. Расположение начала ко-

ординат было выбрано произвольно, поэтому пространственные производные непрерывны 

во всех внутренних точках гладкого участка линии. То есть на рассматриваемой линии не-

прерывны как параметры течения p ,  , V , так и их производные. Согласно принятому в 

конце предыдущего раздела предположению о свойствах разрывных решений, это означает, 

что на этой линии непрерывны и вторые производные p ,  , V . Итак, в рассматриваемых 

течениях не может быть линий разрывов, на которых плотность непрерывна, а скорость име-

ет ненулевую нормальную к линии разрыва составляющую. 

Второй случай. Плотность непрерывна, а скорость имеет нулевую нормальную к ли-

нии разрыва составляющую. В этом случае давление тоже непрерывно [5]. Используем обо-

значения только что проведенного доказательства. Тогда 0yV , и определитель 
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 2 2y yV kp V  системы равен нулю. Поэтому из системы не следует непрерывность произ-

водных 



xV

y
 и 




y
. Более того, несложно привести пример стационарного течения со сла-

бым тангенциальным разрывом. Для этого достаточно рассмотреть любое течение с гладки-

ми параметрами p ,  , V . Тогда параметры p ; 
2 m ; m V , где функция m  должна 

быть постоянной вдоль каждой линии тока, также будут удовлетворять уравнениям Эйлера 

(преобразование Прима [16]). Если выбрать какую-нибудь линию тока  , то функцию m  

можно задать так, чтобы она была гладкой по обе стороны от линии  , непрерывной на са-

мой линии   и имела бы разрыв нормальной к этой линии производной. Тогда линия   бу-

дет линией слабого тангенциального разрыва параметров p ; 
2 m ; m V . 

В рассмотренном случае (слабые тангенциальные разрывы) из условия 0yV  и из (4) 

вытекает, что тангенциальная составляющая скорости отлична от нуля. Поэтому, гладкий 

участок этой линии лежит на линии тока. 

Рассмотрев как линии разрыва плотности, так и линии, на которых плотность непре-

рывна, приходим к следующему выводу. В стационарных дозвуковых течениях газа без то-

чек торможения возможны только тангенциальные разрывы (нормальная к линии разрыва 

составляющая скорости равна нулю). При этом гладкие участки линий разрывов представ-

ляют собой предельные положения линии тока (для слабых разрывов – сами линии тока). 

6. Излом линии разрыва 

Продолжим изучение линий разрыва в плоских дозвуковых течениях без точек тор-

можения. Выше были рассмотрены гладкие участки линии разрыва. Но линии разрыва могут 

быть кусочно-гладкими и иметь точки излома. Оказалось, что в плоских дозвуковых течени-

ях без точек торможения невозможно существование точек излома. Покажем это. 

Пусть кусочно-гладкая линия разрыва   не является гладкой и имеет излом во внут-

ренней точке течения A . К точке A  можно «подойти» по линии   с разных сторон излома. 

Возможны два случая. 

Первый случай. Предельные положения касательных к линии   при приближении  

к точке A  не совпадают. Тогда с каждой стороны от точки A  находится гладкий участок 

линии  , представляющий собой тангенциальный разрыв, на котором нормальные состав-

ляющие предельных значений скорости равны нулю. Поэтому несовпадение предельных 

значений углов наклона возможно только в случае, если и тангенциальные составляющие 

скорости стремятся к нулю при приближении к точке A . Это противоречит условию (4),  

и рассматриваемый (первый) случай невозможен. 

Второй случай. Предельные значения углов наклона при приближении к точке A  

совпадают, но сама линия разрыва   в этой точке имеет излом типа «точка возврата», кото-

рый напоминает график функции y x  вблизи начала координат. Тогда совпадение пре-

дельных значений углов наклона не противоречит условию (4). Но этому условию будет про-

тиворечить закон сохранения массы с учетом непрерывности и неравенства нулю компонент 

вектора V  внутри той «узкой» части достаточно малой окрестности точки A , которая вы-

резана из этой окрестности линией разрыва. Таким образом, этот (второй) случай также не-

возможен, и если в течении есть линия разрыва и выполнены условия (4) и (5), то эта линия 

является гладкой и с обеих сторон совпадает с предельными положениями линий тока. Рас-

сматривая равновесие сил, несложно убедиться, что давление на таких линиях разрыва 

непрерывно [5]. 
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 Из невозможности существования изломов и углов на линии разрыва следует, что 

при соблюдении условий (4) и (5) невозможно также и существование точек, из которых вы-

ходят несколько линий разрыва. В частности, на линии разрыва не может быть точки, к ко-

торой под углом или по касательной подходит другая линия разрыва. 

7. Незамкнутые линии разрыва 

Допустим, что линия (тангенциального) разрыва не замкнута и ее начало A   

находится во внутренней точке течения. Тогда в точке A , как и вдоль всей линии раз-

рыва, выполнено условие (4). Учитывая, что как показано выше, нормальная к линии 

разрыва скорость равна нулю, в точке A  линия тока непрерывного течения разделяется 

на две предельные линии тока, обтекающие линию разрыва с разных сторон. В отличие 

от предыдущих разделов, обозначим символом   не линию разрыва, а всю линию тока. 

При этом линия разрыва будет являться частью линии  . Точка A  лежит на линии    

и разграничивает участок с гладкими параметрами и участок линии  , который являет-

ся линией разрыва. Для определенности будем считать, что жидкая частица сначала 

движется вдоль   по участку с гладкими параметрами и затем разделяется на две ча-

стицы, движущиеся вдоль «разрывного» участка   (случай движения частицы в обрат-

ном направлении рассматривается аналогично). У разделенных частиц жидкости будут 

одинаковы энтропийная функция 
 kp  и полная энтальпия 

2

1 2
 

 

k p V
h

k
, посколь-

ку они одинаковы в начале линии разрыва. Вместе с непрерывностью давления на ли-

нии тангенциального разрыва это приводит к заключению, что на линии   не может 

быть разрывов гидродинамических параметров (не может быть сильных разрывов). 

Итак, из предположения о том, что линия разрыва не замкнута и ее начало A  нахо-

дится во внутренней точке течения, следует, что «разрывная» часть линии  , находящаяся  

с одной из сторон от точки A , является линией тока и, одновременно, линией слабого тан-

генциального разрыва; а с другой стороны от точки A  – «обычной» линией тока, находя-

щейся в области гладких параметров p ,  , V . Докажем, что это невозможно. То есть дока-

жем, что на всей линии   параметры p ,  , V  имеют непрерывные пространственные про-

изводные. В силу непрерывности этих параметров на линии разрыва, для этого достаточно 

показать, что непрерывные продолжения их производных с разных сторон линии разрыва 

совпадают. 

Рассмотрим вспомогательное векторное поле – поле касательного к линиям тока век-

тора e V V . Его непрерывность в точках   следует из того, что это поле с обеих сторон 

от линии   допускает непрерывное продолжение на линию   и при этом каждое из двух не-

прерывных продолжений совпадает с касательным вектором к линии  . Гладкость поля e  

вне линии   следует из гладкости скорости. Покажем, что и на линии   поле вектора 

e V V  является гладким (непрерывно дифференцируемым). Расположим начало прямо-

угольной декартовой системы координат Oxy  в произвольной точке линии  . В частности, 

точка O  может совпадать с точкой A . Ось Ox  направим по касательной к этой линии.  

В силу расположения осей системы Oxy , в начале координат O  непрерывны производные 

p ,  , V  по координате x . Рассуждая как при выводе уравнений (6) и учитывая, что в нача-
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ле координат 0yV , приходим к выводу, что в начале координат O  непрерывны следую-

щие производные 



p

y
 и 




yV

y
. 

Итак, в точке O  непрерывны сами гидродинамические параметры ( p ,  , V ), их 

производные по координате x  (в частности 



xV

x
 и 




yV

x
) и две производные по координате 

y  (а именно, 



p

y
 и 




yV

y
). Осталось показать, что непрерывны 




xV

y
 и 




y
. 

Поскольку 
2 2 y y x ye V V V , имеем 

   
1 3

2 2 2 2 22 2
      

     
    

y x y y x y y y y x xe V V V V V V V V V V
y y y y

. (7) 

В правой части этого равенства в точке O  непрерывны все величины, кроме, может 

быть, 



xV

y
. Однако эта производная в выражении (7) умножена на величину yV , которая 

стремится к нулю при приближении к точке O . Учитывая ограниченность предельного зна-

чения 



xV

y
, получаем, что оба предельных значения 




ye

y
 в точке O  одинаковы и конечны 

(речь идет о пределах с разных сторон линии  ). Поэтому производная 



xe

y
 непрерывна  

в точке O .  

Вне линии   компоненты xe  и ye  непрерывно дифференцируемы и верно тождество 

2 2 1 x ye e . Из этого тождества следует дифференциальное равенство: 0
 

 
 

x x y ye e e e
y y

. 

При приближении к точке O  компонента xe  стремится к единице, а компонента ye  – к нулю. 

Поэтому из конечности предела 



ye

y
 и из упомянутого дифференциального равенства сле-

дует, что 



xe

y
 стремится к нулю при приближении к точке O  по любой линии, не пересе-

кающей линию  . Следовательно, производная 



xe

y
 непрерывна в точке O .  

Далее, поскольку 
2 2 x x x ye V V V , имеем 

   
1 3

2 2 2 2 22 2
      

     
    

x x y x x y x y y x xe V V V V V V V V V V
y y y y

. (8) 
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С учетом конечности предельного значения 



xV

y
, равенства 0yV  и только что  

доказанной непрерывности 



xe

y
 из (8) следует, что производная 




xV

y
 будет непрерывна  

в точке O . Что касается непрерывности в точке O  производных 



xe

x
 и 




ye

x
, то она следует 

из непрерывности 



xV

x
 и 




yV

x
 и из выражений для 




xe

x
 и 




ye

x
, аналогичных (7) и (8).  

Расположение начала координат было выбрано произвольно. Поэтому пространствен-

ные производные xe  и ye  непрерывны во всех точках линии  , кроме, может быть, точки A . 

Следовательно, поле касательного к линиям тока вектора e V V  является гладким 

(непрерывно дифференцируемым). 

Теперь покажем, что внутренняя точка A  не может разделять линию тока так, что с 

одной стороны от точки A  эта линия является линией слабого тангенциального разрыва; а с 

другой стороны от точки A  «обычной» линией тока, находящейся в области гладких пара-

метров p ,  , V . Воспользуемся гладкостью поля e V V  в некоторой окрестности точки 

A . Во-первых, гладкость e V V  и тот факт, что 1 0 e , позволяет ввести в некоторой 

окрестности  U A  ортогональную систему естественных координат Asn  с началом в точке 

A  так, чтобы равенства вида constn  задавали бы линии тока, а равенства вида consts  

задавали бы линии, ортогональные линиям тока. При этом линия   задается равенством 

0n . Во-вторых, в силу гладкости поля единичного вектора e V V  гладкость величин 

p ,  , V  в какой-либо точке равносильна гладкости в этой точке функций  ,p p s n ; 

 ,   s n  и компонент вектор-функции  , s nV V , записанных в системе коорди-

нат Asn . 

Для определенности будем считать, что точки линии   при 0s  лежат в области 

гладких параметров p ,  , V . Тогда, согласно (3), в этой области будет гладкой энтропий-

ная функция 
  kC p . В системе координат Asn  эта функция зависит только от одной 

координаты:  C C n . Поэтому гладкость 
  kC p  равносильна непрерывности 

 
d

C n
dn

 в окрестности точки 0n . Энтропийная функция постоянна вдоль линий тока. 

Поэтому вид функции  C C n  одинаков при всех значениях координаты s  в рассматри-

ваемой окрестности точки A . Следовательно, энтропийная функция является гладкой и с 

другой стороны от точки A , т. е. в точках линии   при 0s . Из гладкости давления p  и из 

гладкости функции 
  kC p  следует гладкость плотности  . 

Чтобы показать, что при 0s  линия   не является слабым тангенциальным разры-

вом, осталось показать гладкость скорости, которая в системе координат имеет компоненты 

0sV  и 0nV . Гладкость 0nV  очевидна. В силу непрерывности sV  на линии  , на этой 

линии будет непрерывна и s

d
V

ds
. Доказательство непрерывности s

d
V

dn
 можно построить 

аналогично доказательству гладкости плотности, используя уже доказанный факт гладкости 
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  и свойство, следующее из (1) и (3), состоящее в том, что полная энтальпия 
2

1 2
 

 

sk p V
h

k
 зависит только от одной координаты:  h h n . Приводить это доказа-

тельство представляется излишним. 

Таким образом, в плоских дозвуковых течениях без точек торможения незамкнутые 

линии сильных и слабых разрывов не могут заканчиваться во внутренних точках течения и, 

если область течения ограничена, обязательно достигают его границы. 

8. Замкнутые линии разрыва 

Рассмотрим замкнутые линии разрывов. Они ограничивают подобласти с гладкими 

параметрами. Внутри подобласти течения с гладкими параметрами может содержаться «вы-

рез» – другая подобласть с аналогичными свойствами. В «вырезе» может содержаться сле-

дующий «вырез» и так далее. Но поскольку количество таких «вырезов» конечно, существу-

ет односвязная область 1G , не содержащая «вырезанной» подобласти. Введем прямоуголь-

ную декартову систему координат Oxy  с началом внутри области 1G . Зададим в замыкании 

области 1G  функцию 

 
 

 1 1,

1 1

0,0

,   
x y

y xx y V dx V dy , 

где интегрирование ведется по произвольной кривой, расположенной внутри 1G  и соединя-

ющей точку  1 1,x y  с началом координат  0,0 . Такое задание функции   корректно, по-

скольку область 1G  односвязна, а интеграл, в силу уравнения неразрывности и формулы 

Грина, не зависит от пути интегрирования. 

На границе 1G  (непрерывное) продолжение скорости ни в одной точке не обращает-

ся в ноль, так как иначе было бы нарушено условие (4). Это непрерывное продолжение ско-

рости является касательным вектором к границе 1G . По построению функции  , ее гради-

ент перпендикулярен вектору V . Поэтому градиент   перпендикулярен границе 1G  во 

всех ее точках. То есть функция   имеет постоянное значение на 1G . Это значит, что в 1G  

существует внутренняя точка, в которой обе пространственные производные функции   

равны нулю. Учтем, что производные этой функции с точностью до знака являются компо-

нентами вектора V . Согласно «гипотезе», плотность во внутренней точке подобласти с 

гладкими параметрами не может обращаться в ноль. Следовательно, во внутренней точке об-

ласти 1G  есть точка нулевой скорости. Это противоречит условию (4).  

Полученное противоречие означает невозможность существования в плоских дозву-

ковых течениях без точек торможения замкнутой линии разрыва, расположенной внутри од-

носвязной области течения. 

9.  Достаточное условие невозможности существования разрывов  

при течении газа в канале 

Выше показано, что в плоских дозвуковых течениях без точек торможения, происхо-

дящих в ограниченных односвязных областях, линии разрывов обязательно достигают гра-

ницы. Если рассмотреть течения в плоских каналах с гладкими стенками, то часть границы, 
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совпадающая со стенками, является линией тока. Рассуждения, аналогичные тем, которые 

были проведены в разделе 4 (о невозможности изломов), приводят к заключению, что линии 

разрыва не могут достигать стенок канала. 

Таким образом, достаточным условием отсутствия разрывов при дозвуковом течении 

без точек торможения в плоском односвязном канале является отсутствие сильных и слабых 

разрывов во входном и выходном сечениях. 

Полезность этого вывода состоит, в частности, в правомочности применения к тако-

му течению дозвукового принципа максимума скорости [2], признака наличия точек тор-

можения [17] и принципа максимума давления [18]. Эти три свойства верны при условии 

непрерывности вторых производных, что обеспечивается, как показано выше, отсутствием 

разрывов. 

10. Заключение 

Проведен анализ полных уравнений Эйлера плоского стационарного течения идеаль-

ного совершенного газа, которое может быть вихревым, а энтропия может быть различной  

на различных линиях тока. Кроме того, в течении допускается существование линий силь-

ных и слабых разрывов. Обоснована содержательность рассмотрения таких течений в поста-

новке, которая названа гипотезой непрерывной сплошной среды для плоских стационарных 

течений идеального совершенного газа. На основе положений этой гипотезы показано, что 

достаточным условием отсутствия разрывов при дозвуковом течении без точек торможения  

в плоском канале является отсутствие сильных и слабых разрывов во входном и выходном 

сечениях. 
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