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The main goal of the study is the atomistic determination of the static stress-strain state at 

the crack tip in isotropic and anisotropic linearly elastic materials by the molecular dynamics meth-

od implemented in the open source LAMMPS (Large-scale Atomistic/Molecular Massively Parallel 

Simulator). An extensive class of computational experiments has been carried out for a single-

crystal copper specimen with a central crack in the LAMMPS. The circumferential distributions of 

the stress tensor components obtained by molecular dynamics are compared with the angular distri-

butions of brittle fracture continuum mechanics, i.e. with Williams’ analytical solution to the prob-

lem of an infinite plate loaded with a central crack in a linearly elastic isotropic material. The com-

parison of the angular distributions of the stress tensor components gained in the framework of at-

omistic modeling and the angular distributions obtained from the classical solution of continuum 

mechanics has shown that, at the nanoscale level, the stress fields are in good agreement with their 

macroscopic values. 

Keywords: molecular dynamics approach, classical fracture mechanics, embedded atom potential 

(EAM), crack propagation. 
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Основная цель исследования – атомистическое определение напряженно-деформирован- 

ного состояния у вершины трещины в изотропном и анизотропном линейно упругих материалах 

методом молекулярной динамики, реализованным в открытом коде LAMMPS (Large-scale 

Atomistic/Molecular Massively Parallel Simulator).  

Выполнен широкий класс вычислительных экспериментов для пластины из монокри-

сталлической меди с центральной трещиной в LAMMPS. Окружные распределения компо-

нент тензора напряжений, найденные с использованием молекулярно-динамического моде-

лирования, сравниваются с угловыми распределениями континуальной механики хрупкого 

разрушения – с аналитическим решением М. Уильямса задачи о нагружении бесконечной 

пластинки с центральным разрезом в изотропном линейно упругом материале. Сопоставле-

ние окружных распределений компонент тензора напряжений, извлеченных из атомистиче-

ского моделирования, и угловых распределений, полученных из классического решения ме-

ханики сплошных сред, показало, что на наноразмерном уровне поля напряжений хорошо 

согласуются с их макроскопическими величинами. 

Ключевые слова: метод молекулярной динамики, классическая механика разрушения,  

потенциал погруженного атома, распространение трещины. 

1. Введение 

Работа посвящена атомистическому моделированию полей напряжений вблизи вер-

шины трещины в условиях нормального отрыва. Нахождение полей напряжений, деформа-

ций и перемещений было и остается актуальной задачей современной континуальной меха-

ники деформируемого твердого тела [1–5]. Однако, очевидно, что процессы разрушения и 

нелинейного деформирования, происходящие на макроскопическом уровне и описываемые в 

настоящее время при помощи математического аппарата механики сплошных сред, обуслов-

лены кристаллической структурой рассматриваемого материала. Поскольку механика 

сплошных сред исходит из концепции сплошности, она не может описать кристаллическую 

структуру материала. В настоящее время стали применять подход молекулярной динамики 

для подсчета параметров моделей механики разрушения [6–9]. Цель исследования – опреде-

ление напряженно-деформированного состояния на атомистическом уровне при помощи мо-

лекулярно-динамического моделирования структуры материала, в качестве которого была 

выбрана монокристаллическая медь.  

Задачи исследования – определение упругих свойств монокристаллической меди  

методом молекулярной динамики и сравнение упругих свойств, полученных этим методом,  
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с известными значениями из макроскопических экспериментов, а также определение компо-

нент тензора напряжений вблизи вершины трещины в условиях нормального отрыва.  

2. Постановка задачи и методы решения 

Первым этапом нашего исследования является определение упругих свойств моно-

кристалла меди методом молекулярной динамики, реализованным в LAMMPS. Это необхо-

димо для того, чтобы убедиться, что взятый нами потенциал (файл Cu_u3.eam) правильно 

моделирует свойства исследуемого нами материала. 

Определить тензор упругих модулей можно, используя потенциальную энергию  

атомов, которая зависит от компонент тензора деформаций и может быть разложена в ряд 

Тейлора: 

26 6

1 , 1

1
( ) (0) ,

2
i i j

i i ji i j

E E
E E   

   

 
  

  
 

 

где (0)E  – энергия исходного состояния равновесия; i  и 
j  – компоненты тензора дефор-

маций в нотации Фойгта. 

Компоненты тензора упругих модулей рассчитываются по формуле: 

21
.ij
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Для нахождения полей напряжений в непосредственной окрестности вершины тре-

щины использованы два подхода: теоретический подход континуальной механики разруше-

ния (ряд М. Уильямса) и вычислительный метод молекулярной динамики. 

Компоненты тензора напряжений в окрестности вершины трещины при помощи раз-

ложения М. Уильямса – асимптотического представления поля напряжений в условиях нор-

мального отрыва и/или в условиях смешанного нагружения – определяются формулой [1]: 
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где индекс m  соответствует виду нагружения и принимает значение 1 при нормальном от-

рыве, значение 2 – при поперечном сдвиге; m

ka  – амплитудные множители, связанные с гео-

метрической конфигурацией, типом и уровнем нагрузки и видом приложенной нагрузки; 
( )

, ( )k

m ijf   – угловые распределения компонент напряжений. 

Приведем формулы для функций, зависящих от угла, присутствующих в компонентах 

тензора напряжений при нормальном отрыве, представленные в работах [1, 10]: 
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Приведем выражения для амплитудных множителей (коэффициентов ряда М. Уиль-

ямса) поля напряжений в изотропной линейно упругой бесконечной пластине, ослабленной 

центральной трещиной длины 2a  при нормальном отрыве [1]: 

1 1 22
2 1 3 1/2 2 1/2

(2 )!
( 1) ;

2 ( !) (2 1)

n

n n n

n
a

n n a

 


  
 


 

1 1

2 22 2/ 4; 0.na a     

Ранее [3–5] была показана необходимость сохранения высших приближений в асимп-

тотическом представлении М. Уильямса, мы будем удерживать 20 слагаемых при нахожде-

нии компонент тензора напряжений этим методом. 

Следующий подход – метод молекулярной динамики, реализованный в пакете 

LAMMPS. В данном методе компоненты тензора напряжений вычисляются по формуле [11]: 

 
1

1 1

2

N
j i ij i i i

i j
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  , 

где ,   – индексы декартовой прямоугольной системы координат; V  – полный объем си-

стемы; 
ir  и 

jr  – координаты атома i  и атома ;j  ijf  – компонента силы, действующая на 

атом i  со стороны атома ;j  
im – масса i -го атома; 

iv  и iv  – скорости атома i  вдоль 

направлений   и   соответственно. 

3. Детали моделирования и результаты  

Для определения компонент тензора упругих модулей гранецентрированной кубиче-

ской меди были рассмотрены образцы кубической формы, включающие в себя 32 000 ато-

мов. Для задания межатомного взаимодействия использовался файл Cu_u3.eam. Временной 

шаг моделирования был равен stept  0,001 пс. Система приводилась в равновесное состояние 

при помощи NVE ансамбля в течение 2 пс. Был выбран этот ансамбль, так как для рассмат-

риваемых условий нет отличий в результатах исследования при моделировании c NVE или 

NVT ансамблями. Затем для поддержания температуры в 0,1 К использовался термостат Но-

зе–Гувера в каноническом NVT ансамбле, реализованный в программном пакете LAMMPS 

командой fix nvt. Используя команду erate, задавалась постоянная скорость деформации 
0   0,01ij  1/пс, соответствующая различным компонентам тензора деформации. При i j  

компоненты тензора деформации ii  определялись формулой 0

iii i t  , где t  – время моде-

лирования на соответствующем шаге. Компоненты тензора деформации 
ij  определялись 

формулой 01

2
iij j t  . Время моделирования куба для определения упругих модулей было 

равным 30 пс. 

Задавая таким образом различные компоненты тензора деформации в программном 

пакете LAMMPS, записывали выходной файл со значениями энергии, компонент тензора де-

формации и объема. Затем полученные значения обрабатывали кодом, написанным на языке 

Python, где по значениям энергии и соответствующим им деформациям строили аппрокси-

мирующую полиномиальную кривую и выводили ее коэффициенты, для находения упругих 

констант. На рис. 2 представлена зависимость потенциальной энергии от компоненты тензо-

ра деформации 11  для расчета 𝐶11. 
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Рис. 1. Визуализация в программе OVITO блока атомов при 𝑡 = 0 

 

Рис. 2. Зависимость потенциальной энергии блока атомов от компоненты тензора деформа-

ции 11  для расчета 𝐶11. Красные точки – результат молекулярно-динамического моделиро-

вания; черная линия – аппроксимирующая полиномиальная кривая 

Таким образом, мы получили тензор упругих модулей исследуемого материала, кото-

рый содержит три независимых упругих константы, что отвечает кубической кристалличе-

ской решетке: 

162 115 0 0 0 0

115 162 115 0 0 0

115 115 162 0 0 0

0 0 0 81 0 0

0 0 0 0 81 0

0 0 0 0 0 81
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Компоненты тензора упругих модулей представлены в ГПа. Полученный результат с 

достаточной точностью согласуется с известными макроскопическими значениями [12]. 

При использовании онлайн-инструмента ELATE [13] по тензору упругих модулей был 

построен график распределения модуля Юнга. Получившаяся геометрическая фигура иллю-

стрирует относительное удлинение по каждому направлению для гранецентрированной ку-

бической меди. 
 

 

Рис. 3. Модуль Юнга ГЦК-меди 

Следующий этап исследования – сопоставление классического решения континуаль-

ной механики деформируемого твердого тела с результатами, полученными атомистическим 

подходом. 

При помощи программы LAMMPS моделировалась пластинка размерами 398,6Å ×  

× 398,6Å × 11,96Å, состоящая из 200 000 атомов, с центральной трещиной размером 

36,5Å, полученной путем исключения выбранной группы атомов. Материалом пластин-

ки является гранецентрированная кубическая медь с параметром решетки 3 ,6150. Зада-

вались периодические граничные условия. Временной шаг моделирования был равен 

0,001stept  пс. Система приводилась в равновесное состояние при использовании NVE 

ансамбля в течение 2 пс. Использовался потенциал погруженного атома (файл 

Cu_u3.eam). Для поддержания температуры в 0,1 К использовался термостат Нозе–

Гувера в каноническом NVT ансамбле. 

Температура считалась равной 0,1 К для минимизации влияния пластической де-

формации и максимального удержания пластинки в упругом состоянии, поскольку целью 

настоящего исследования было сравнение полей напряжений, полученных методом моле-

кулярной динамики, с полями напряжений, полученными с помощью линейной механики 

разрушения. Была необходимость, чтобы все эффекты, связанные с пластическим дефор-

мированием, появлялись как можно позже. С увеличением температуры, появляются дис-

локации и эффекты затупления вершины трещины гораздо раньше, и тогда временной 

диапазон, на котором мы можем сравнить решение континуальной механики и решение 

молекулярной динамики, существенно сузится, поэтому температура была выбрана мак-

симально низкой. 
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Рис. 4. Распределение компоненты тензора напряжений 11  при 0,2t  пс и 0,6t  пс 

 

Рис. 5. Распределение компоненты тензора напряжений 12  при 0,2t  пс и 0,6t  пс  

 

Рис. 6. Распределение компоненты тензора напряжений 22  при 0,2t  пс и 0,6t  пс 

Пластина растягивалась с постоянной скоростью деформации 0

22   0,01   1/пс, заданной 

командой erate (тем самым задавалась скорость деформирования вдоль оси 2x ). Длина пластины 

L  менялась с течением времени по закону   0

0

22(1 )L t L t , где t  – прошедшее время (в пико-

секундах); 0L  – исходная длина пластины. Моделирование пластины с центральной трещиной 

проводилось в течение 8 пс, поскольку в этот временной промежуток трещина не распространя-

лась, по этой причине мы можем сравнить решение молекулярной динамики и решение классиче-

ской механики разрушения для неподвижной трещины. Записывался выходной файл, содержащий 

компоненты тензора напряжений и координаты всех атомов в разные моменты времени. В про-

граммном пакете визуализации OVITO были получены рис. 4–6, демонстрирующие распределе-

ния составляющих тензора напряжений в разные моменты времени. 

В пакете OVITO выбирали контур с центром в вершине трещины и записывали новый 

выходной файл, содержащий координаты атомов и значения компонент тензора напряжений 

в выбранной области (рис. 7). 
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Рис. 7. Выбор кольцевой области с внешним радиусом 18 Å и внутренним радиусом 12 Å  

на примере с распределением компоненты тензора напряжений 11   

в момент времени 0,6t  пс 

 

а б 

 

в 

Рис. 8. Характерные окружные распределения компонент 11  (а); 21  (б); 22  (в) вокруг  

вершины трещины. Точки – угловые распределения компонент тензора напряжений,  

получаемых методом МД; сплошная линия – угловые распределения компонент тензора  

напряжений, полученных при использовании разложения Уильямса,  

содержащего 20 слагаемых 

Полученный в OVITO файл обрабатывался кодом, написанным на языке Python. Для 

значений, полученных методом молекулярной динамики, декартовы координаты переводи-
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лись в полярные и строились зависимости компонент тензора напряжений 11 12 22, ,    от по-

лярного угла  . Также на этих графиках строились зависимости компонент тензора напря-

жений 11 12 22, ,   , полученные при использовании классического решения Уильямса, со-

держащего 20 слагаемых, от полярного угла  , изменяющегося от   до  . 

4. Заключение 

Сопоставление окружных распределений компонент тензора напряжений, получен-

ных в рамках атомистического моделирования, и угловых распределений, полученных ана-

литическими решениями механики сплошных сред, показало, что на наноразмерном уровне 

поля напряжений хорошо согласуются с их макроскопическими величинами и, следователь-

но, классическая механика разрушения может применяться на атомистическом уровне и из-

вестные параметры могут быть использованы для создания связи между моделями на атоми-

стическом и макроскопическом уровнях. 
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