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An exact solution describing a convective unidirectional flow of a viscous incompressible 

fluid is obtained. The motion takes place in an infinite layer of some finite thickness. The fields  

of velocity, temperature, and pressure are time-independent. The resulting exact solution is a poly-

nomial of various orders along the vertical (transverse) coordinate. A boundary value problem  

is formulated for the exact solution constructed. On the absolutely solid lower boundary of the fluid 

layer, the Navier slip condition and heating are specified. On the upper (free) surface, nonzero tan-

gential stresses and pressure along the longitudinal coordinate are set. The temperature at the upper 

boundary is assumed to be zero. The obtained particular exact solution of the boundary value prob-

lem for the velocity function is analyzed. It is shown that, in the fluid layer under consideration, the 

velocity can have up to two stagnation points, which indicates the occurrence of countercurrent 

zones. The nonzero component of the vorticity vector and the tangential stress are analyzed. It is 

shown that the vorticity vector can change its sign in the fluid layer up to two times and that the 

tangential stress can change from tensile to compressive as many times. 

Keywords: exact solution, counterflow, stagnation point, Navier slip condition, vorticity vector. 
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Получено точное решение, описывающее конвективное однонаправленное течение 

вязкой несжимаемой жидкости. Движение происходит в бесконечном слое некоторой конеч-

ной толщины. Поля скорости, температуры и давления не зависят от времени. Полученное 

точное решение представляет собой полиномы различных порядков по вертикальной (попе-

речной) координате. Для построенного точного решения сформулирована краевая задача. На 

нижней, абсолютно твердой границе слоя жидкости задается условие проскальзывания Навье 

и нагрев. На верхней (свободной) поверхности задаются ненулевые касательные напряжения 

и переменное по продольной координате давление. Температура на верхней границе полага-

ется равной нулю. Проанализировано полученное частное точное решение краевой задачи 

для функции скорости. В рассматриваемом слое жидкости скорость может иметь до двух за-

стойных точек, что говорит о возникновении зон противотечений. Проанализированы нену-

левая компонента вектора завихренности и касательное напряжение. Показано, что вектор 

завихренности может менять свой знак в слое жидкости до двух раз, а касательное напряже-

ние столько же раз может меняться с растягивающего на сжимающее. 

Ключевые слова: точное решение, противотечение, застойная точка, условие проскальзы-

вания Навье, вектор завихренности. 

1. Введение 

При моделировании технологических процессов, включающих движение сплошных 

сред, возникает потребность в описании течения жидкостей и газов. В случае, когда иссле-

дуемые среды можно считать несжимаемыми, удобным инструментом описания движения 

является уравнение Навье-Стокса и его приближения. Эти уравнения весьма сложны для 

интегрирования по причине сильной нелинейности, что влечет за собой наиболее частое 

использование аппарата численных методов нахождения решений [1‒3]. Тем актуальнее 

становится задача отыскания точных решений для описания движения вязких несжимае-

мых сред. Не стоит также забывать, что именно точные решения позволяют наиболее ре-

зультативно оценивать области применимости гидродинамических моделей и являются не-

обходимым инструментом для апробации и тестирования асимптотических, приближенных 

и численных методов. 

В свое время для интегрирования уравнений Навье-Стокса были предложены классы 

точных решений [4]. Одним из наиболее часто используемых классов является класс реше-

ний Линя [5]. Изначально эта методика была предложена для решения задач магнитной гид-
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родинамики. В этом семействе решений гидродинамические поля описываются функциями, 

линейными по части горизонтальных координат. В дальнейшем класс Линя дал возможность 

строить классы решений также для конвективных [6, 7] и термодиффузионных [8] задач. 

Отдельный интерес при изучении движения вязкой несжимаемой жидкости вызывают 

градиентные течения, или течения Пуазейля [9, 10] с различными модификациями [11‒15]. 

Это связано с достаточно высоким практическим применением такой модели в науке, техни-

ке, медицине и биологии. В частности, продольным изменением давления в канале или меж-

ду плоскостями сопровождаются такие процессы, как движение крови по сосудам [16‒18], 

процесс функционирования молочной железы в период лактации [19], а также для иденти-

фикации моделей биотканей [20, 21]. 

При рассматрении классов решений, описывающих движение вязкой несжимаемой 

жидкости, отдельным важным моментом является выбор граничных условий для формули-

рования краевых задач, возникающих в каждой отдельной модели течения сред. Длительное 

время при задании поля скорости жидкости на границе соприкосновения с твердой стенкой 

было принято задавать условие прилипания (нулевых скоростей) [22]. В последние десятиле-

тия эта тенденция стала стремительно меняться в связи с развитием технологий, основанных 

на более микроскопическом уровне изучения области соприкосновения жидкости и ограни-

чивающей ее поверхности [23‒26]. Таким образом, все чаще в практических задачах стали 

рассматриваться условие проскальзывания и, как частный идеализированный случай, усло-

вие идеального скольжения [23, 27‒30]. 

В работе предложено точное решение, относящее к классу, линейно зависящих  

от части координат. Краевая задача описывает конвективное однонаправленное течение слоя 

вязкой несжимаемой жидкости и включает задание условия проскальзывания на поверхности 

контакта жидкости с твердой поверхностью, а также ненулевых касательных напряжений  

на свободной поверхности. 

2. Постановка задачи 

Рассматриваем конвективное однонаправленное течение бесконечного слоя вязкой 

несжимаемой жидкости. Система уравнений, описывающая такое движение в векторном ви-

де, включает уравнение Навье-Стокса в приближении Буссинеска, уравнение теплопровод-

ности и уравнение несжимаемости [31]: 

 ,
d

P T
dt

       
V

V V V g ; (1) 

T T  V ; (2) 

0. V  (3) 

Здесь    , , , ,0,0xt x y z VV  ‒ вектор скорости и его проекции на оси декартовой си-

стемы координат; P  – отклонение давления от гидростатического, отнесенное к постоянной 

средней плотности жидкости  ; g  – вектор ускорения свободного падения;   – температур-

ный коэффициент объемного расширения жидкости; T  – отклонение от средней температу-

ры;  ,   – коэффициенты кинематической вязкости и температуропроводности жидкости 

соответственно. Оси декартовой системы координат расположены таким образом, что тече-

ние жидкости происходит в направлении оси Ox . Ось Oz  направлена перпендикулярно 

направлению движения от нижней твердой границе слоя к верхней свободной поверхности. 
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Полагаем, что движение жидкости установившееся, т. е. поля скорости, температуры 

и давления не зависят от времени. Таким образом, система уравнений (1)–(3) в проекциях  

на оси декартовой системы координат с учетом принятых допущений принимает вид: 

2

2

xV P

z x

 
 
 

; 0
P

y





; 

P
g T

z


 


; 

2 2 2

2 2 2x

T T T T
V

x x y z

    
    

    
; 0xV

x





. 

(4) 

Решение системы уравнений (4) ищем в следующем виде [32‒35]: 

 xV U z ;   0yV  ; 0zV  ; 

   0 1P P z xP z  ;    0 1T T z xT z  . 

(5) 

Подставляем класс точных решений (5) в систему уравнений (4). С учетом того, что 

все искомые функции U , 0P , 1P , 0T , 1T , в принятом виде решения (5) зависят только от вер-

тикальной (поперечной) координаты z , будем обозначать все производные по этой перемен-

ной штрихом. Используем метод неопределенных коэффициентов  и получаем следующую 

систему уравнений записанную в порядке дальнейшего интегрирования: 

1 0T   , 
1 1P g T   , 

1U P  ;  0 1T UT  , 
0 0P g T   . (6) 

Система (6) состоит из пяти дифференциальных уравнений для определения пяти  

неизвестных функций. 

3. Общее решение системы уравнений 

Общее решение системы уравнений (6) записываем в следующем виде: 

1 1 2T C z C  ;  11 2 32
2

g
zCP C z C


  ;  

 
3 2

1 2 3 4 54
4! 2

g z z
zC C CU C z C


   

 
 ;  

   
5 4

2 2 2 3
1 1 2 2 20 15 35 42 3 5

7! 5!

g z z C
z C zC C C zCT C


    

 




 
2

2

1 4 2 5 2 4 1 5 6 7

2
6 2

4!

z
z C C C C z C C C C zC C       

; 

   
2 2 6 5

2 22 3
0 1 2221 1

3
5 40 56 2

8! 6!

g z z C
z C zC C C g zC CP


     

 

 

 
3

2 2

1 4 2 5 2 4 1 5 6 7 8

1
2 20 5

5! 2

z
z C C C C z C C C C z C zC C


         

. 

(7) 

Здесь постоянные интегрирования iC   1,8i   определяются заданием граничных  

условий. 
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4. Точное решение краевой задачи с условием проскальзывания Навье и нагревом 

 на нижней границе 

Находим частное точное решение для системы уравнений (6). Для этого записываем 

граничные условия для рассматриваемого слоя жидкости. Полагаем нижнюю границу беско-

нечного горизонтального слоя жидкости, задаваемого уравнением 0z  , абсолютно твердой 

и неподвижной. На нижней границе задан нагрев и условие проскальзывания Навье [23, 24, 

27, 36, 37]. На верхней (свободной) поверхности, определяемой уравнением z h , заданы 

ненулевые касательные напряжения и переменное по продольной координате x  давление. 

Температура на верхней границе равна отсчетному нулевому значению. Таким образом, гра-

ничные условия можно записать в следующем виде: 

 0T Ax ;  
0

0x
x

z

V
V

z 


 


;    0T h  ;    0 1P h S S x  ;  
x

z h

V

z 


 


. (8) 

С учетом структуры (5) выбранного обобщенного класса решений граничные условия 

(8) для решения краевой задачи можно переписать в следующем виде: 

 0 0 0T  ;  1 0T A ;  
0

0
z

U
U

z 


 


; 

   0 1 0T h T h  ;  0 0P h S ;  1 1P h S ; 
z h

U

z 


 


. 

(9) 

Здесь   ‒ размерный коэффициент проскальзывания (длина проскальзывания). 

С учетом граничных условий (9) постоянные интегрирования iC   1,8i   для общего 

решения (7) вычисляются следующим образом: 

1

A
C

h
  ; 2C A ; 3 1

1

2
C Agh S    ; 

 2

4 16 6
6

1
C Ah g hS    


;   2

5 16 6
6

C Ah g hS


   


; 

     
2 3 2

6 1 17 105 84
126 3 1260

A h g Ah Ah
C h S Shh

 
        

  
; 7 0C  ;  

     
2 5 2 2 3

8 0 1 111 56 4 3
8064 24 10

A h g Ah g h
C S h hS hS

   
              

. 

(10) 

Подставляем полученные выражения постоянных интегрирования (10) в общее реше-

ние (7) и получаем частное точное решение краевой задачи (6), (9) в виде полиномов: 

1 1
z

T A
h

 
  

 
;  2 2

1 1 2
2

Ag
P S z hz h

h


  ; 

     2 4 3 2 2 31 2 4 6 4
2 24

S Ag
U z h z z hz h z h z z

h

 
                   

; 

   2 2 4 3 2 2 3 4

20 2 3 4 7 2 3 14 4
1008

Az
h hz z Ag z hz h z h z h

h
T            

 

(11) 
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     3 2 3 4 2 3 4 51
1168 2 8 20 15 3

12 10

A S
h hS z h hz z h z h z hz z

h

 
              

; 

 
2 2 2

8 6 2 4 4 3 5 2 6 7 8

0 20 11 32 56 56 28 8
8064

A g
S h h z h z h z h z hz zP

h


      


 


 

    
2 2 2 2

12 6 6
144

A g
h z h hz z Agh hS

h

 
        


 

     
2 3 2 2 3 4 3 2 2 3 4

12 2 4 2 3 6 4
240

Ag
h z h h z hz z h h z h z hz z S

h


         


 
 

. 

Полученные полиномы имеют степени от первой (функция 1T  ‒ частная производная 

от температуры по продольной координате x ) до восьмой (функция 0P  ‒ однородная состав-

ляющая давления). 

5. Анализ поля скоростей 

Проведем анализ полученной компоненты скорости U . Исследуем возможность су-

ществования нулевых (застойных) точек функции скорости U  и их количество в слое жид-

кости при изменении вертикальной переменной  0;z h . 

Скорость определяется взаимодействием трех потоков: потока, вызванного перепадом 

давления (пуазейлевского потока); потока, вызванного нагревом/охлаждением и действием 

силы тяготения (термогравитационного потока); потока, возникающего под действием каса-

тельного напряжения на верхней границе слоя жидкости (ветровой поток).  

Представим функцию скорости U в следующем виде: 

1
1 2 3

2 24

S Ag
U f f f

h

 
  

  
. (12) 

Здесь исследуемые функции 1f , 2f  и 3f , зависимые от переменной выражают следу-

ющие полиномы: 

 2

1 2f z h z   ; 

 4 3 2 2 3

2 4 6 4f z hz h z h z     ; 

3f z  . 

Для нахождения застойных точек скорости U  в рассматриваемом слое жидкости про-

анализируем сначала возможность существования нулевых точек у составляющих 1f , 2f   

и 3f . Функция 1f  обращается в нуль при 
2 2z h h h    . Для того чтобы найденные  

нулевые точки принадлежали рассматриваемому слою, необходимо выполнение следующего 

двойного неравенства: 

2
0 1h h h

h


    . (13) 
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Полученное неравенство (13) не выполняется ни при каких положительных   и h . 

Следовательно, функция 1f  не имеет корней на интервале  0;h . 

Аналогично исследуем возможность существования корней у функции 2f . Функция 

2f  обращается в нуль при 
4 4 34z h h h    . Найденные значения переменной z  принад-

лежат интервалу  0;h  при выполнении следующего двойного неравенства: 

4
4

0 1h h h
h


    . (14) 

Полученное неравенство (14) также не выполняется ни при каких положительных   и 

h . Следовательно, функция 2f  не имеет корней на интервале  0;h . 

Функция 3f  на интервале  0;h  всюду положительна и не принимает нулевых значе-

ний. 

Исследуя совместное влияние трех потоков, вызванных перепадом давления, нагре-

вом/охлаждением и действием касательного напряжения на функцию скорости получено, что 

функция скорости U  при определенном подборе параметров, заданных на границе, может 

иметь до двух застойных точек на рассматриваемом интервале  0;h . Профиль функции ско-

рости U  при двух застойных точках представлен на рис. 1. 

 

 

Рис. 1. Профиль функции скорости U  при следующих значениях параметров:  

v = 10
–6

 м
2
/с; g = 9,8 м/с

2
; 

41,82 10    1/К; h = 10 м; 41,7 10A    ;  
610   м/с

2
; 7

1 4,7 10S     м/с
2
 

5. Исследование касательных напряжений и завихренности 

Исследуем вектор завихренности  , ,x y z     и касательные напряжения полу-

ченного частного точного решения (11). В случае однонаправленного течения только одна 

компонента вектора завихренности отлична от нуля. Записываем выражение ненулевой ком-

поненты 
y  и соответствующее ей касательное напряжение, определяемые частной произ-

водной компоненты скорости: 
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x
y xz

V

z


   


. (15) 

Таким образом, для полученного частного точного решения ненулевая компонента 

вектора завихренности 
y  имеет вид: 

   3 2 2 3

14 12 12 4
4

1

2
y

Ag
h h z hz z z h S

h


 

 
   

 
 


. 

На рис. 2 представлен профиль компоненты завихренности 
y  при тех же значениях 

параметров, при которых на рис. 1 изображен профиль скорости с двумя застойными точка-

ми на интервале  0;h . Как видно, компонента завихренности 
y  дважды в слое жидкости 

меняет знак на противоположный. 

 

 

Рис. 2. Профиль компоненты завихренности 
y  при следующих значениях параметров:  

v = 10
–6 

м
2
/с; g = 9,8 м/с

2
; 

41,82 10    1/К; h = 10 м; 41,7 10A    ;  
610   м/с

2
; 7

1 4,7 10S     м/с
2
 

Учитывая зависимость (15) можно сделать заключение о том, что касательное напря-

жение xz  на интервале  0;h  может меняться с растягивающего на сжимающее до двух раз. 

6. Заключение 

Получено точное решение для конвективного однонаправленного течения вязкой не-

сжимаемой жидкости. В предложенном решении поле скорости рассматривалось как одно-

родный по продольным координатам полином, зависящий только от вертикальной (попереч-

ной) координаты. Поля температуры и давления представлены полиномами с неоднородной 

частью по горизонтальной (продольной) координате. Для предложенного вида точного  

решения решена краевая задача и проанализировано полученное поле скоростей. Показано, 

что в рассматриваемом слое жидкости скорость может иметь до двух застойных точек.  

В этих же точках вектор завихренности меняет знак на противоположный, а касательное 

напряжение трансформируется из растягивающего в сжимающее или наоборот.  
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