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The paper considers the exact integration of magnetic hydrodynamic equations for describ-

ing nonuniform unidirectional flows of viscous incompressible fluids. The construction of an exact 

solution is based on the well-known representation of hydrodynamic fields as the Lin–Sidorov–

Aristov class. The 3d magnetic field is described by linear forms with respect to two spatial coordi-

nates (longitudinal, or horizontal). The coefficients of the linear forms depend on the third coordi-

nate and time. In view of the incompressibility condition, the 1D velocity field depends on two co-

ordinates and time. The pressure is shown to be determined by a quadratic form with constant coef-

ficients. These coefficients are determined by pressure distribution on the known (free) boundary. 

The exact solution is illustrated by the integration of non-1D hydrodynamic fields in the case of the 

steady motion of a conducting viscous incompressible fluid. This solution is polynomial, and it will 

be useful for the formulation of new problems of hydrodynamic stability.  

Keywords: exact solution, Navier–Stokes equation, magnetic hydrodynamics, conducting fluid, 

nonuniform flow 
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В статье рассматривается точное интегрирование уравнений магнитной гидродинами-

ки для описания неоднородных однонаправленных течений вязкой несжимаемой жидкости. 

Построение точного решения базируется на известном представлении гидродинамических 

полей как семейства полей Линя – Сидорова – Аристова. Трехмерное магнитное поле описы-

вается линейными формами относительно двух пространственных координат (продольных, 

или горизонтальных). Коэффициенты линейных форм зависят от третьей координаты и вре-

мени. Одномерное поле скоростей зависит, в силу условия несжимаемости, от двух коорди-

нат и времени. Давление, как показано в статье, определяется квадратичной формой с посто-

янными коэффициентами. Эти коэффициенты определяются распределением давления  

на известной (свободной) границе. Для иллюстрации точного решения проведено интегриро-

вание неодномерных гидродинамических полей в случае установившегося движения вязкой 

проводящей несжимаемой жидкости. Данное решение является полиномиальным и будет 

полезным для постановки новых задач гидродинамической устойчивости.  

Ключевые слова: точное решение, уравнение Навье – Стокса, магнитная гидродинамика, 

проводящая жидкость, неоднородное течение 

1. Введение 

Теоретическое и экспериментальное изучение движений вязкой жидкости в различ-

ных силовых полях началось с однонаправленных течений. Классическими точными реше-

ниями для описания изотермических течений являются формулы Куэтта, Стокса, Пуазейля, 

Тейлора, Нуссельта и другие [1–5]. С одномерных по скорости точных решений Остроумова – 

Бириха началось исследование конвективных потоков жидкости. Это семейство точных ре-

шений определило на много лет исследовательскую программу теории гидродинамической 

устойчивости [6, 7]. Если говорить о магнитной гидродинамике, то пионерским точным ре-

шением являются соотношения Гартмана для описания гидродинамических полей проводя-

щей жидкости [8]. Различные классификации точных решений уравнений гидродинамики 

для однонаправленных течений содержатся в научных трудах [1–5]. 

mailto:evgen_pros@mail.ru
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Развитие математического аппарата точного интегрирования уравнений Навье – Стокса 

привело к появлению классов точных решений для описания трехмерных вихревых течений 

жидкости. Первым семейством точных решений являются следующие выражения Линя для 

гидродинамических полей [9]: 

     1 2, z, t , txV U z t U x U z y   , 

     1 2, , ,yV V z t V z t x V z t y   , 

 ,zV w z t , 

     1 2, , ,xB A z t a z t x a z t y   , 

     1 2, , ,yB B z t b z t x b z t y   , 

 ,zB b z t , 

           
2 2

0 1 2 11 12 22, , , , , ,
2 2

x y
P P z t P z t x P z t y P z t P z t xy P z t      . 

Класс точных решений Линя описывает поле скоростей V = (Vx, Vy, Vz) и магнитное 

поле  , ,
4

x y zB B B 


H
B , нормированное к размерности скорости, линейными фор-

мами относительно двух пространственных координат. Коэффициенты форм зависят от тре-

тьей координаты и времени. Поле давления является квадратичной формой.  

Представление вектора скоростей [9] было дважды открыто независимо от Ц. Ц. Линя 

академиком РАН А. Ф. Сидоровым и профессором С. Н. Аристовым для решения задач кон-

векции сжимаемых и несжимаемых жидкостей и газов [10, 11]. Отметим, что в работе [10] 

были учтены только горизонтальные градиенты температуры для описания конвективных 

процессов. В работе [11] было не только выведено выражение для температуры в виде 

           
2 2

0 1 2 11 12 22, , , , , ,
2 2

x y
T T z t T z t x T z t y T z t T z t xy T z t       

для описания течений проводящих жидкостей в рамках магнитной гидродинамики, но 

и построены точные решения с учетом внутреннего тепловыделения. Значительно позже бы-

ло показано, что семейство Линя – Сидорова – Аристова можно использовать для описания 

термодиффузии и течений микрополярных жидкостей [12–15]. Для полноты изложения от-

метим, что для решения задач магнитной гидродинамики часто используется семейство Гро-

меки – Бельтрами – Тркала [16–18], но в современных исследованиях большинство точных 

решений принадлежат семейству Линя – Сидорова – Аристова. Обобщения класса Линя – 

Сидорова – Аристова для нелинейных форм поля скоростей содержатся в [19–21]. 

Очевидно, что точные решения для трехмерных течений очень важны, но интерес все 

еще представляют однонаправленные течения. В недавно опубликованных статьях были по-

строены точные решения для неоднородных одномерных по скорости течений типа Куэтта  

и Пуазейля [22–26]. В [26] было показано, как модифицировать точные решения [22, 23] для 

описания течений жидкости с проницаемыми границами. В статье [27] была подчеркнута 

важность изучения одномерных течений проводящих жидкостей и построено семейство точ-

ных решений. Поскольку при решении задач гидродинамики проводящих жидкостей маг-

нитное поле практически всегда является трехмерным, то необходимо расширять запас точ-
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ных решений для неоднородных однонаправленных течений вязких жидкостей в классе  

Линя – Сидорова – Аристова. 

2. Уравнения движения 

Для исследования конвективных течений проводящей бинарной вязкой несжимаемой 

жидкости запишем уравнения Навье – Стокса, уравнение непрерывности и дополним урав-

нением магнитного поля. В векторном виде уравнения принимают следующий вид: 

   P
t


      



V
V V V B B , 

    m
t


     



B
V B B B B , 

0 V , 

 0 B .  (1) 

В системе уравнений (1) введены следующие обозначения: V = (Vx, Vy, Vz) – вектор 

скорости; P – отклонение давления от гидростатического, деленное на постоянную среднюю 

плотность ρ; ν – кинематическая вязкость проводящей смеси; 
x y z

  
   

  
i j k  – опе-

ратор Гамильтона; i, j, k – орты декартовой прямоугольной системы координат; 
2 2 2

2 2 2x y z

  
   

  
 – оператор Лапласа; H – напряженность магнитного поля, νm – маг-

нитная вязкость (диссипативный коэффициент, характеризующий диффузию магнитного  

поля в проводящей среде). 

Далее будем рассматривать однонаправленное течение жидкости с полем скоростей, 

которое задается вектором 

   , , , ,0,0xV x y z tV = . (2) 

При этом скорость Vx = (x, y, z, t)  называется горизонтальной (продольной). 

Согласно (2), для построения точного решения систему (1), состоящую из векторных и ска-

лярных уравнений, запишем в проекциях на оси выбранной трехмерной системы координат: 

 
2 2

2 2

x x x x x x
x y z

V V V B B BP
B B B

t x y z x y z
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x





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 0
yx z

BB B

x y z

 
  

  
.  (3) 

3. Класс точных решений 

Точное решение нелинейной системы уравнений магнитной гидродинамики (3) для 

продольной скорости и для магнитного поля, нормированного к размерности скорости, о ко-

тором идет речь во введении, будем искать в следующем виде [9–11]: 

    1, , txV U z t U z y  ,  

      1 2, , ,xB A z t a z t x a z t y   ,  

      1 2, , ,yB B z t b z t x b z t y   ,  

  ,zB b z t . (4) 

Нетрудно заметить, что выражения (4) являются линейными формами относительно 

горизонтальных координат x  и y , коэффициенты при которых зависят от вертикальной ко-

ординаты z  и времени t . Систему (4) дополним выражением для поля давления, которое 

описывается квадратичной формой [9–11]: 

           
2 2

0 1 2 11 12 22, , , , , ,
2 2

x y
P P z t P z t x P z t y P z t P z t xy P z t      . 

После подстановки анонсированного выше точного решения в систему (3) получим 

следующую систему: 
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a b
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
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
. (5) 

4. Определяющие соотношения 

Далее точное решение системы уравнений (5) будет найдено при помощи модифика-

ций метода разделенных переменных [2]. Таким образом, получим следующую систему 

уравнений (6) для нахождения неизвестных функций U, U1, A, a1, a2, B, b1, b2, b, P0, P1, P2, 

P11, P12, P22: 
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  1 2

b
a b
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
  


. (6) 

Предположим, что b = const. Тогда, согласно последнему уравнению системы (6),  

получаем следующее равенство: a1 + b2 = 0, то есть b2 = −a1. Рассмотрим в точной постановке 

частный случай представленного выше класса:  

   1, , txV U z t U z y  , 
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   2, ,xB A z t a z t y  , 

 ,yB B z t , 

 
zB b const  . (7) 

В этой системе уравнений поле скоростей и магнитное поле являются линейными 

формами относительно одной горизонтальной координаты y, коэффициенты при которой  

зависят от вертикальной координаты z и времени t. Учитывая b2 = −a1 и систему уравнений 

(7), получим редуцированную систему, которую для удобства интегрирования представим в 

виде трех подсистем: 
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1 22
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P Ba b

z z

 
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 
. (10) 

Рассматривая первое уравнение подсистемы (8), получаем 

1 2B c z c  . 

Тогда 1

B
c

z





  и, соответственно, P2 = c1b. 

Рассматривая вторую подсистему (9), получаем следующие решения: P0 = const,  

P2 = const, P11 = 0, P12 = 0, P22 = 0. 

Решая первое уравнение подсистемы (10), которое представляет собой однородное 

дифференциальное уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами, получаем 

3
2 4
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a c e

k

  , 
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m

b
k 


. Тогда 

2
3
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c e
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


. 

Рассмотрим второе уравнение подсистемы (10). Зная B и a2, можем найти A. Для 

нахождения A получаем следующее однородное дифференциальное уравнение второго  

порядка с постоянными коэффициентами: 
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Получаем следующее решение: 
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Третье уравнение подсистемы (10) запишем следующим образом:  
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Тогда решение представлено в виде  
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Подставив в четвертое уравнение подсистемы (10) выражения для B, a2, A и P1, 

найденные ранее, получим следующее дифференциальное уравнение для нахождения  

последнего выражения для U: 
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или 

2 2 21 3 2 3 51 1 4
9 10 2 22 2 2

kz kz kzmc c c c cP c c
U c z c z z z e ze e

k k k k

  
       

    
  

1 3 2 3 1 3

3 3 4

kz kz kzc c c c c c
ze e e

k k k

    
  

. 

Найденные выражения для U, U1, A, a2, B, P0, P1, P2, P11, P12 и P22 подставим в систему 

уравнений семейства точных решений (7) и получим следующее решение: 
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1 2yB c z c  , 

zB b const  . 

Очевидно, что наибольший интерес для исследования при постановке краевых задач 

представляют фоновые компоненты поля скорости и магнитного поля, нормированного  

к размерности скорости. 
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5. Заключение 

В статье предложен новый класс точных решений уравнений Навье – Стокса для опи-

сания неоднородных однонаправленных течений проводящих жидкостей. В статье рассмот-

рено точное интегрирование частного случая для медленных изобарических течений в маг-

нитном поле с одной компонентой, являющейся постоянной величиной. Получено полино-

миальное точное решение, которое описывает стратификацию гидродинамических полей. 
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