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The paper solves the problem of determining the pressure field in a liquid during experi-

mental testing of the motion of objects under water. A calculation method is given for determin-

ing the pressure field on the walls of a cylindrical container during the intensive development of 

a spherical gas cavity in a liquid. The presence of solid container walls is taken into account by 

placing fictitious sources on them with an intensity that ensures the fulfillment of the non-

leakage condition. The law of development of a gas bubble, similar to the Rayleigh equation, is 

derived; the mass of gas in the bubble is determined in accordance with the Saint-Venant equa-

tion. The pressure at the container point of interest to the researcher is calculated with the use of 

the Cauchy-Lagrange integral. The constructed method makes it possible to estimate the loads on 

the experimental stand in the event of an emergency situation. 

Keywords: hydrodynamic experiment, pressure field in a liquid. 
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Статья посвящена решению задачи определения поля давлений в жидкости при экспе-

риментальной отработке движения объектов под водой. Приводится методика расчетов  

по определению поля давлений на стенки цилиндрической емкости при интенсивном разви-

тии в жидкости сферической газовой полости. Наличие твердых стенок емкости учитывается 

путем размещения на них фиктивных источников с интенсивностью, обеспечивающей вы-

полнение условия непротекания. Выведен закон развития газового пузыря, аналогичный 

уравнению Рэлея, масса газа в пузыре определена в соответствии с уравнением Сен–Венана. 

Давление в интересующей исследователя точке емкости находится с использованием инте-

грала Коши–Лагранжа. Построенная методика дает возможность оценить нагрузки на экспе-

риментальный стенд в случае возникновения нештатной ситуации. 

Ключевые слова: гидродинамический эксперимент, поле давлений в жидкости. 

1. Введение 

При исследовании вопросов движения подводных аппаратов на экспериментальных 

установках всегда существует риск возникновения нештатных ситуаций, связанных с отка-

зом материальной части. Одним из возможных случаев является разрушение энергоузла, 

приводящего в движение модель подводного аппарата, в результате чего за короткий отрезок 

времени в ограниченную область внутри жидкости высвобождается достаточно большая 

масса газа, что приводит к значительному повышению давления внутри экспериментальной 

установки.  

Поиск точного решения большинства практических задач гидродинамики, описы-

ваемых системами нелинейных дифференциальных уравнений (как правило, в форме за-

дачи Коши или уравнений Навье–Стокса), сопряжен с большими трудностями, поэтому 

специалисты часто обращаются к численным методам решения. При этом для практика-

экспериментатора, сталкивающегося с необходимостью в сжатые сроки спланировать  

и провести серию экспериментов, актуальна задача описания исследуемого процесса ин-

женерной математической моделью, допускающей меньшую точность решения по срав-

нению с решением, полученным с помощью более точных сеточных методов, но позво-

ляющей предсказать характер исследуемого процесса, диапазоны и периоды нарастания 

измеряемых величин, а также за короткое время без применения кластерных технологий 

просчитать несколько вариантов с различными условиями эксперимента. В рассматрива-

емом случае исследователю желательно владеть методикой оценки возникающих давле-
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ний, чтобы обоснованно выбрать параметры заряда энергоузла, не приводящие к разру-

шению модельной установки, а также обоснованно выбрать запас прочности при проек-

тировании новых экспериментальных стендов. 

Инженерная модель развития газовой каверны, формируемой при выходе объекта из 

расположенной под водой стартовой установки, построена в монографии [5], а в работе [6] 

рассматривается алгоритм решения задачи методом конечных элементов и приводятся ре-

зультаты расчета. Построению и практической реализации методов решения задач механики 

сплошных сред, описывающих высокоинтенсивные процессы, сопровождающиеся значи-

тельным изменением одной из величин за малые промежутки времени, посвящены исследо-

вания [7, 8]. Полученные результаты дают возможность существенно повысить точность ре-

шения и сократить необходимое для расчета время. Вопросам взаимодействия подводных и 

летательных аппаратов с многофазными потоками и возникающим при этом нагрузкам на 

конструкцию посвящены исследования [9, 10], при этом задача решается методами числен-

ного имитационного моделирования на вычислительном кластере. 

В настоящей работе предложена инженерная математическая модель расчета силового 

нагружения вертикально расположенной цилиндрической емкости (радиус емкости R, запол-

ненной водой на высоту L) в случае интенсивного развития в ней единичной газовой полости, 

пригодная для проведения в короткий срок серии расчетов на обычном персональном ком-

пьютере. 

2. Постановка задачи и методы решения 

Будем решать задачу при следующих допущениях: 

– жидкость невязкая и несжимаемая, ее движение потенциальное. В начальный мо-

мент времени жидкость находится в состоянии покоя; 

– газовая полость развивается, сохраняя сферическую форму, и движется строго вверх 

с известной скоростью U ; 

– изменением уровня жидкости в экспериментальной установке пренебрегаем. 

Газовую полость будем рассматривать как особенность – источник. Обильность та-

кого источника Q
 
определяется объемом жидкости, переносимым через контрольную по-

верхность (пусть это сфера известного радиуса) в единицу времени. В силу сделанного 

предположения о невязкой и несжимаемой жидкости 
dt

dV
Q =  и для потенциала источника 

также имеем: 
dt

dV

4

1
= . Здесь  – расстояние от центра особенности до точки, значение 

потенциала в которой нас интересует, V – объем полости [2]. 

Условие непротекания на границе области 0=




n
 удовлетворим следующим образом: 

– изменение радиуса газовой сферы ( a  – радиус газовой полости; a – скорость его 

изменения) учтем, разместив на каждом участке цилиндрической поверхности площадью 

dS (нижнее основание и боковые стенки) фиктивный элементарный источник с обильно-

стью [4]: 
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– движение сферы вверх со скоростью U  учтем, разместив симметрично плоскости 

нижнего основания цилиндрической области фиктивную сферу, движущуюся со скоро-

стью U в противоположном направлении (рис. 1).  

Тогда итоговый потенциал течения в рассматриваемой области, учитывающий влия-

ние источника – газовой полости, фиктивных источников на стенках экспериментальной 

установки и дополнительной фиктивной сферы, запишется как [2, 4]: 
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Рис. 1. Реальная и фиктивная  

сферы 

Рис. 2. Экспериментальная установка  

в разделе 

Перейдем к цилиндрической системе координат, начало которой расположим в цен-

тре нижнего основания цилиндрической области, в которой ищем решение задачи, ось z 

направим вверх по оси цилиндра (рис. 2). 

Обозначим: ( )CCC zrC ,,
 

– координаты центра газовой полости; ( )AAA zrA ,,  –  

координаты точки, значение давления в которой нас интересует. Тогда:  

( ) ( )222

1 cos2 CCCC zzrrrr −+−−+= 
 
– расстояние от центра газовой полости 

до точки с координатами ( )zr ,, , расположенной на границе области; 
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( ) ( )222

2 cos2 AAAA zzrrrr −+−−+=   – расстояние от точки с координатами 

( )zr ,, , расположенной на границе области, до точки, значение потенциала (и давления)  

в которой нас интересует; 

( ) ( )222

3 cos2 CACACACA zzrrrr −+−−+=   – расстояние от центра сферической 

полости до точки ( )AAA zrA ,, ; 

( ) ( ) ( ) ( )222222

4 cos2cos2 CACACACADADADADA zzrrrrzzrrrr ++−−+=−+−−+=   –  

расстояние от центра фиктивной сферической полости до точки ( )AAA zrA ,, . 

Тогда давление в произвольной точке области ( )AAA zrA ,,  может быть найдено из 

интеграла Коши–Лагранжа [3]: 
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(1) 

где стP  – гидростатическое давление на глубине расположения газовой полости;   – плот-

ность жидкости. 

Рассмотрим случай, когда расположенный на оси z центр газовой полости (имеет  

координаты ( )CzC ,0,0 ) (рис. 2). В этом случае формулы упрощаются. Проводя дифференци-

рование, получаем: 
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Данные об изменении ( )ta , ( )ta , ( )ta , необходимые для проведения расчета по фор-

муле (1), при известном законе изменения давления в газовой полости ( )tP
д

 могут быть по-

лучены при решении уравнения Релея[1], описывающего процесс развития одиночной сфе-

рической полости в объеме невязкой, несжимаемой и лишенной капиллярных свойств жид-

кости: 
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В правой части уравнения Релея учитывается действие источников, расположенных 

на боковой поверхности цилиндрической емкости. В рассматриваемом случае уравнение 

перепишем как 
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Рис. 3. Расход газа, поступающего в полость 

Давление в газовой полости ( )tPд  определим из уравнения состояния идеального  

газа: ( )
34

3

a

TmR
tP г

д


= , где гR  – газовая постоянная; T – температура газа в полости; 

+=

t

Gdtmtm
0

0)( – масса газа в полости; G – расход поступающего в полость газа. 

 

 

Рис. 4. Давление на стенки установки в ближайшей к газовой сфере точке 
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3. Результаты 

Расчет проведем для цилиндрической емкости радиусом 1,2 м (принятым за харак-

терный линейный размер), заполненной водой на 4 м. На рис. 3 приведены графики расхо-

дов газа для трех расчетных случаев. Графики давления в ближайшей к источнику точке, 

расположенной на стенке экспериментальной установки, представлены на рис. 4. 

4. Заключение 

Приведенная методика расчета дает возможность определить поле давлений при ин-

тенсивном развитии находящейся под водой газовой полости и нагрузки на эксперименталь-

ную установку. 
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