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В работе установлена аналитическая связь между макроскопическими электродина-

мическими характеристиками и оптическими константами изотропной конденсированной 

среды. В работе используется язык гиперкомплексной алгебры. Полученное решение обоб-

щается на анизотропный случай. 

Ключевые слова: оптические константы, электродинамические характеристики, конденсированная 

среда, кватернионы, момент импульса: спиновый и орбитальный 

1. Введение 

В двадцатом веке, с появлением квантовой механики, бурным развитием материало-

ведения, созданием искусственных материалов и новых источников электромагнитного из-

лучения (лазеры и синхротронное излучение), оптика стала одной из самых широких обла-

стей науки и техники. 

В настоящее время появилось огромное количество оптических научных методик, 

технологий и методов контроля. Развитие этих областей напрямую связано с созданием и ат-

тестацией новых материалов с требуемыми оптическими характеристиками. Возможности 

природных кристаллов и их искусственных копий практически исчерпаны. Поиск новых ма-

териалов происходит на технологическом уровне методом перебора атомных составов, их 

концентраций, способов и режимов синтеза. Это, как правило, чрезвычайно объемная и 

сложная работа по поиску наилучших служебных оптических характеристик. Низкий уро-

вень прогнозируемости результата в таком поиске вызван отсутствием адекватного матема-

тического решения, связывающего многокомпонентный комплексный показатель преломле-

ния с электродинамическими характеристиками искомой среды [1–3]. 

2. История 

В модели макроизотропной поглощающей среды связь между ее оптическими кон-

стантами (n, 𝛋) и электродинамическими характеристиками установлена в виде [4] 

(ε1 − 𝑖ε2)(µ1 − 𝑖µ2) = (𝐧 − 𝑖𝛋)2, (1) 

mailto:av-druzhinin-av@yandex.ru
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где ε1, μ1 – действительные, а ε2, μ2 – мнимые части диэлектрической и магнитной проницае-

мости соответственно; n – показатель преломления; κ – коэффициент экстинкции среды;  

i – мнимая единица. 

В силу одинаковости значений всех характеристик по любому направлению, индексы 

координат (взаимно ортогональных) в формуле отсутствуют. После возведения в квадрат 

правой части и перемножения членов из левой части уравнения (1), получаем уравнение  

(ε1µ1 − ε2µ2) − 𝑖(ε1µ2 + ε2µ1) = (𝐧2 − 𝛋2) − 𝑖(2𝐧𝛋), 
(2) 

Полученное уравнение (2) можно разделить на действительную и мнимую части: 

(ε1µ1 − ε2µ2) = (𝐧2 − 𝛋2),  

(ε1µ2 + ε2µ1) = 2𝐧𝛋. 
 

Эта формула (2) принципиально правильная, но возможность получить значения че-

тырех электродинамических характеристик из двух величин оптических констант отсутству-

ет. Для выхода из этого «тупика» в работах Л. Ландау и Е. Лифшица было предложено при-

ближение 

µ1 = 1;  µ2 = 0, (3) 

что при подстановке в уравнение (2) и приводит к следующему: 

 

ε1 = 𝐧2 − 𝛋2;    ε2 = 2𝐧𝛋. (4) 

Несмотря на то что эти соотношения получены в некорректном приближении (3), их 

до сих пор используют для нахождения «диэлектрической проницаемости» [5]. 

Приближение (3) родственно игнорированию закона сохранения момента импульса. 

Этого делать нельзя, т. к. свет с правой (+h) и левой (−h) циркулярной поляризацией неоди-

наково взаимодействует со спин-поляризованной электронной системой конденсированной 

среды. Это же подтверждают многочисленные одноэлектронные расчеты кристаллов, где 

комбинированные (оптические) плотности состояний up(+h/2)-down(−h/2) и down(−h/2)-

up(+h/2), соответствующие электронным переходам с переворотом проекции спина, как пра-

вило, не равны [6]. 

Вместо исключаемой из рассмотрения высокочастотной магнитной проницаемости 

для объяснения частотной зависимости была введена модель Друде – Зинера. Эта кинетиче-

ская модель построена на параметрах, которые имеют исключительно подгоночный харак-

тер, а их физический смысл отсутствует: 

ε1(ω) = 𝒏2 − 𝜿2 = 1 −
ωp

2

ω2+γ2,  

ω · ε2(ω) = 4πσ1 = 2𝐧𝛋ω = 1 −
ωp

2 γ

ω2+γ2
,  

где γ – частота «релаксации», ωp – «плазменная» частота, которые являются подгоночными 

параметрами. 
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3. Выбор математического языка 

Математическое соотношение между электродинамикой и оптикой с помощью ква-

тернионной алгебры [7] раскрывает физический смысл электродинамических характеристик 

и их связь с оптическими константами. Кроме того, микроскопический смысл этих величин 

становится понятным как у действительных, так и у мнимых частей.  

Кватернионы – это гиперкомплексная система чисел, которая описывает трехмерное и 

четырехмерное пространство. Алгебра мнимых единиц представлена ниже: 

𝑖2 = 𝑗2 = 𝑘2 = −1;   𝑖𝑗 = 𝑘;   𝑗𝑖 = −𝑘; 𝑖𝑘 = −𝑗;   𝑘𝑖 = 𝑗; 𝑗𝑘 = 𝑖;   𝑘𝑗 = −𝑖. 

Показатель преломления n определяет значение фазовой скорости волны света в твер-

дом теле. Направление фронта равных фаз распространения световой волны зададим по орту 

i. Он отвечает за направление вектора рефракции, в котором спиновые состояния направле-

ны по ходу луча света и в его противоположном направлении. В образуемой ортами j и k 

плоскости, ортогональной i, лежат векторы, определяющие электромагнитную волну. Коэф-

фициент экстинкции 𝛋 определяет затухание энергии поперечной волны [7]. Таким образом, 

уравнение связи можно записать следующим образом: 

(𝑖ε1 − 𝑗ε2)(𝑖𝜇1 + 𝑘µ2) = (𝑖𝐧 − 𝑗𝛋)(𝑖𝐧 + 𝑘𝛋), (5) 

−ε1µ1 − 𝑗ε1µ2 + 𝑘ε2µ1 − 𝑖ε2µ2 = −𝐧2 − 𝑗𝐧𝛋 + 𝑘𝛋𝐧 − 𝑖𝛋2. 
 

Приравнивая реальные и мнимые части, получаем не два (2), а четыре решения: 

𝐧2 = ɛ1µ1;   𝛋2 = ɛ2µ2;    𝐧𝛋 = ɛ1µ2;    𝐧𝛋 = ɛ2µ1.      (6) 

Особенно интересным является совпадение величин ε1μ2 и ε2μ1: 

𝐧𝛋 = ε1µ2 = ε2µ1.   (7) 

Для нахождения четырех неизвестных мы имеем четыре уравнения. Полученные  

результаты (6) превращают уравнение (2) в тождество.  

Определим продольную i, высокочастотную диэлектрическую ε1 и магнитную μ1 про-

ницаемости. Первая из них определяет изменение электродипольного состояния среды при 

поглощении света. Вторая, в свою очередь, – спинового состояния на той же частоте. Линей-

но поляризованный свет представляет собой суперпозицию право- и левоциркулярных волн, 

поглощение которых в общем случае не одинаковое. Каждая из этих волн, согласно закону 

сохранения момента импульса, должна изменить спин возбужденного состояния относитель-

но основного на величину ±h. Даже в случае равенства этих спиновых токов изменяется 

электродипольное состояние среды на частоте ω. А суммарный спиновый ток в этом случае 

будет равен нулю [8]. Таким образом, для данной частоты света ω в спин-поляризованном 

случае электродинамические характеристики определяются следующим образом: 

ɛ1(ω) = [1 + (𝑎 + 𝑏)], (8) 

µ1(ω) = [1 + (𝑎 − 𝑏)], (9) 

где величины a и b – интегралы по всем переходам на данной частоте ω с переворотом спина 

up(+h/2)-down(−h/2) и down(−h/2)-up(+h/2) соответственно. 
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Величины a, b определяются по формуле Берглунда – Спайсера [9]: 

𝑎(ω) = ∫ 𝑔↑(𝐸 − ℎω)𝑞↓(𝐸)𝑑𝐸
𝐸𝑓+ℎω

𝐸𝑓
, 

 

𝑏(ω) = ∫ 𝑔↓(𝐸 − ℎω)𝑞↑(𝐸)𝑑𝐸
𝐸𝑓+ℎω

𝐸𝑓
, 

 

где ɡ и q – плотности состояний занятых и возбужденных состояний соответственно. 

Все интегральные величины a и b положительны. Таким образом, величина диэлек-

трической проницаемости (8) ε1(ω) ˃ 1, тогда как значение магнитной проницаемости μ1(ω) 

по (9) может оказаться меньше единицы. Такое возможно в случае если интеграл b больше 

интеграла a. Когда μ1(ω) будет меньше (много меньше) единицы, произведение ε1μ1 может 

уменьшаться до нуля. Из графика значений оптических констант золота (рис. 1) видно, что в 

спектральной области (0,50–3,00 мкм) n < 1. Минимального значения n = 0,13 показатель 

преломления достигает при λ = 0,70 мкм. Если следовать приближению (3), то при μ1 = 1 

квадрат показателя преломления обязан быть больше единицы. Но экспериментальные дан-

ные это опровергают. Количество материалов (металлы, полупроводники и диэлектрики), где 

показатель преломления меньше единицы, достигает нескольких десятков [10, 11]. 
 

 

Рис. 1. Зависимость показателя преломления и затухания золота в видимой области 

Переходы между спин-поляризованными состояниями могут происходить и без пере-

ворота спина, т. е. up(+h/2)-up(+h/2) и down(−h/2)-down(−h/2). Для выполнения закона сохра-

нения момента импульса спин фотона должен быть поглощен орбитальными состояниями 

электронной системы. Электродипольный ток при переходах указанного типа определяет ве-

личину ε2(ω). Экспериментально определенные значения оптических констант вкупе с рас-

считанным по (9) μ1(ω) позволяют получить эту величину: 

 ε2 =  
𝐧𝛋

μ1
.  

Такую же процедуру можно применить к нахождению мнимой (орбитальной) части 

тока момента импульса: 

µ2 =  
𝐧𝛋

ɛ1
. 
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4. Заключение 

В настоящей работе показано, что при наличии экспериментально определенных  

оптических констант материала и стандартного спин-поляризованного расчета его электрон-

ных состояний можно определить частотные зависимости всех электродинамических харак-

теристик. 
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