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AN EXACT SOLUTION FOR DESCRIBING THE UNIDIRECTIONAL  
MARANGONI FLOW OF A VISCOUS INCOMPRESSIBLE FLUID WITH THE NAVIER 

BOUNDARY CONDITION. TEMPERATURE FIELD INVESTIGATION 
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A new exact solution of the Oberbeck–Boussinesq equation system, which describes the 
unidirectional convective flow of a viscous incompressible fluid in an infinite horizontal layer,  
is obtained. The fluid velocity depends on the vertical (transverse) coordinate. Pressure and tem-
perature are the linear forms relative to the horizontal (longitudinal) coordinate with coefficients 
depending on the vertical coordinate. The fluid layer is bounded by a rigid infinite plane (lower 
boundary). In the study of fluid convection, it is assumed that the deformation of the free (upper) 
boundary of the layer is neglected. The thermocapillary effect inducing a convective flow is taken 
into account at the upper boundary. The contact of the moving fluid with the lower boundary oc-
curs with slippage. The fluid slippage is described by the Navier boundary slip condition. The pa-
per focusses on the study of the temperature field, which is spatially inhomogeneous. The temper-
ature field is a seventh-degree polynomial with respect to the vertical coordinate. When studying 
the temperature distribution in the fluid layer, particular cases of the Navier slip condition are dis-
cussed. At the zero slip length, the boundary condition is transformed into the no-slip condition. 
When the slip length tends to infinity, there is a perfect slip boundary condition. It is demonstrat-
ed that the temperature field can be stratified into several zones relative to the reference value.  
In all the considered cases, the number of stratification zones does not exceed two. It is also 
shown that, in the case of perfect slip, the number of temperature field stratification zones  
is strictly equal to two, and the position of the temperature field stratification point depends nei-
ther on the physical parameters of the fluid nor on the conditions of heating of its boundaries. 

Keywords: Oberbeck–Boussinesq equation system, unidirectional flow, layered flow, exact solu-
tion, Marangoni convection, counterflows, Navier slip conditionAcknowledgment. 
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В статье получено новое точное решение системы уравнений Обербека–Буссинеска, 
описывающее однонаправленное конвективное течение вязкой несжимаемой жидкости  
в бесконечном горизонтальном слое. Скорость жидкости зависит от вертикальной (попереч-
ной) координаты. Давление и температура являются линейными формами относительно го-
ризонтальной (продольной) координаты с коэффициентами, зависящими от вертикальной 
координаты. Слой жидкости ограничен недеформируемой бесконечной плоскостью (нижняя 
граница). При исследовании конвекции в жидкости введено допущение о пренебрежении 
деформацией свободной (верхней) границы слоя. На верхней границе учитывается термока-
пиллярный эффект, индуцирующий конвективное течение. Контакт движущейся жидкости  
с нижней границей осуществляется с проскальзыванием. Проскальзывание жидкости описы-
вается граничным условием скольжения Навье. Основное внимание в статье уделено иссле-
дованию поля температуры, являющегося пространственно неоднородным. Температурное 
поле является многочленом седьмой степени относительно вертикальной координаты.  
При исследовании распределения температуры в слое жидкости были изучены частные слу-
чаи условия проскальзывания Навье. При нулевой длине скольжения граничное условие На-
вье трансформируется в условие прилипания. При стремлении длины скольжения к беско-
нечности имеет место граничное условие идеального скольжения. Показано, что в каждом  
из трех рассмотренных случаев температурное поле может расслаиваться на несколько зон 
относительно отсчетного значения. Причем во всех рассмотренных случаях число зон стра-
тификации не превосходит двух. Также показано, что в случае идеального скольжения число 
зон стратификации температурного поля строго равно двум, и положение точки стратифика-
ции поля температуры не зависит ни от физических параметров жидкости, ни от условий  
нагрева ее границ.  

Ключевые слова: система уравнений Обербека–Буссинеска, однонаправленное течение, 
слоистое течение, точное решение, конвекция Марангони, противотечения, условие про-
скальзывания Навье.  

1. Введение 

Чаще всего для описания движений вязкой несжимаемой жидкости в некоторой  
заданной области используют математическую модель тепловой конвекции [1, 2]. Систему 
уравнений этой модели составляют: уравнение движения (уравнение Навье–Стокса), уравне-
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ние энтропии (как частный случай – уравнение теплопроводности) и закон сохранения массы 
(уравнение несжимаемости). 

Одним из основных факторов, вызывающих конвекцию в жидкости, является ее не-
равномерный нагрев, задаваемый на границе области течения жидкости. Однако ввиду нали-
чия конвективной производной в уравнении энергии на распределение температурного поля 
могут также оказывать влияние и особенности поля скоростей течения. Наличие и число  
застойных (нулевых) точек поля скорости зависит, в частности, от типа граничного условия 
на контакте с твердой поверхностью [3–36]. В качестве основного параметра, определяюще-
го количество зон стратификации поля скорости в случае учета условия проскальзывания 
Навье [35], выступает длина скольжения. Таким образом, этот параметр оказывает влияние  
и на свойства температурного поля. 

В статье исследовано однонаправленное конвективное течение Марангони [37–40] 
вязкой несжимаемой жидкости в горизонтальном слое при учете условия проскальзывания 
Навье на нижней границе. Несмотря на то, что построенное точное решение описывает  
одномерное по направлению течение, само решение является двумерным по координатам.  
В статье подробно исследованы особенности распределения температуры в слое жидкости, 
изучены зависимости этого распределения от величины длины проскальзывания. 

2. Постановка задачи и методы решения 

Рассматривается установившееся однонаправленное конвективное слоистое течение 
вязкой несжимаемой жидкости в плоском горизонтальном бесконечном слое толщины h  
(рис. 1).  

 

 

Рис. 1. Геометрия слоя жидкости 

Система уравнений тепловой конвекции в приближении Обербека–Буссинеска [3, 33, 34] 
для таких течений принимает вид: 
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где  , ,xV x y z  – единственная ненулевая компонента вектора скорости;  , ,P x y z  – норми-

рованное на плотность отклонение давления от гидростатического;  , ,T x y z  – отклонение 

температуры от отсчетного значения;  ,  ,   – коэффициенты кинематической (молекуляр-

ной) вязкости, температуропроводности и температурного расширения жидкости соответ-
ственно; g  – ускорение свободного падения. Заметим, что система (1) состоит из четырех  

нелинейных уравнений относительно трех неизвестных функций xV , P , .T  

Из работы [3] следует, что для класса скоростей  

  ,xV U z  (2) 

в силу системы (1) функции, описывающие поле температуры T  и поле давления P ,  
принадлежат классу решений, линейных по части (горизонтальных) координат: 

0 1( ) ( )T T z T z x  , 0 1( ) ( )P P z P z x  . (3) 

Подстановка соотношений (2) и (3) в систему (1) при использовании метода неопре-
деленных коэффициентов позволяет привести систему (1) к эквивалентному виду: 

1 0;T    1 1;P g T    1;U P   

0 1;T UT   0 0.P g T    

(4) 

Здесь штрихом обозначено дифференцирование по переменной z. 
Общее решение системы (4) для компонент температуры имеет вид: 

 1 1 2;T z C z C   

   7 2 6 5 2 4
1 1 2 2 1 3 40 2 3 1

1 6 18
6 2

7 5 5
gz C gz C C z g C C C C C CT z Cz

 
  

  


       

 3 2
2 4 1 5 2 5 6 724 72 144z C C C C z C C z C C        . 

(5) 

Для нахождения значений констант iC  в общем решении (5) в [3] были выбраны 

краевые условия, описывающие неравномерный нагрев/охлаждение границ слоя жидко-
сти, учет термокапиллярного эффекта на верхней и условия проскальзывания Навье  
на нижней границе. С учетом структуры решения (2) и (3) эти условия можно записать  
в следующем виде: 

   0 10 0 0T T  ;  0 0T h  ;  1T h A ; 
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z
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;  0 0P h S ;  1 0P h  ;  1
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. 
(6) 

Здесь  и  – коэффициенты температурного поверхностного натяжения и динамиче-
ской вязкости соответственно;  – длина проскальзывания.  
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3. Результаты и обсуждение 

3.1. Точное решение краевой задачи  

Краевая задача (4) и (6) имеет единственное решение. Решение для поля температуры 
представляет набор полиномиальных функций различного порядка: 

1

Az
T

h
 ; 

     2 2
0

12
2

h
A h z z hT h z z




       


 



 7 2 5 43 533

2
5 63 140 280 2 41 140

5040

g
z h z h z h z h z h

h



        




. 

(7) 

Точное решение для поля скорости  , 0,0UV  было подробно проанализировано в [3] 

для всех возможных значений длины скольжения  . В работе все внимание будет уделено 
изучению свойств поля температуры T . 

Отметим, что если продольный (горизонтальный) градиент температуры A  окажется 
равен нулю, то в силу (7) всюду нулевым будет и возмущение теплового поля ( 0T  ). Кроме 

того, свойства продольного градиента 1T  (7) никак не зависят от параметра  , а отвечающее 

этому продольному градиенту тепловое поле 1T x Azx h  оказывается отлично от нуля всюду 

в слое жидкости (за исключением нижней границы 0z   и сечения 0x  ). 
Также отметим, что величина параметра A  оказывает влияние только на значение 

фоновой температуры 0T , но не на расположение ее нулевых точек, являющихся точками 

стратификации теплового поля 0T . 

3.2. Исследование температурного поля в случае выполнения условия прилипания  
на нижней границе 

Когда неотрицательный параметр   принимает нулевое значение ( 0  ), условие 
проскальзывания Навье вырождается в широко известное условие прилипания. В этом слу-

чае точное решение (7) для фоновой температуры 0T  принимает вид: 

   2
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12h
A h z z h h z zT




     


 

  
5 4 3 2 2 3 4 5

2
82 82 82 58 5 5 .

5040

g
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(8) 

Заметим, что решение вида (8) (решение краевой задачи в случае прилипания жидко-
сти к твердой границе слоя) обсуждалось в [32]. 

Свойства полиномов, входящих в выражение (8), зависят от толщины слоя h . Для  
того чтобы избавиться от этой зависимости, введем в рассмотрение безразмерную перемен-

ную  0,1
z

Z
h

  . Тогда выражения для компонент температурного поля примут вид: 
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(9) 
 

Заметим, что фоновая температура (9) имеет нулевые точки внутри рассматриваемого 

слоя  0,1 , только если функция  f Z , определяемая выражением (9), имеет нули на интер-

вале  0,1 . Поэтому далее будем исследовать нули полинома  f Z .  

Заметим, что многочлены  

  2

1 1Z Zf Z    и   2 3 4 5
2 82 82 82 58 5 5 ,f Z Z Z Z Z Z       

входящие в состав функции  f Z , являются строго возрастающими положительными функ-

циями, поэтому для аномальных жидкостей ( 0  ) функция  f Z  будет строго убывающей 

на отрезке  0,1  функцией, принимающей только отрицательные значения. Другими слова-

ми, нули функции  f Z  на интервале  0,1  могут существовать только для ньютоновских 

жидкостей.  

Анализ спектральных свойств полинома  f Z  показывает, что на интервале  0,1  

может существовать только один нуль (рис. 2).  
 

 

Рис. 2. Профиль фоновой температуры 0T  (при 
2 3

ï ðè 1 Ê;
12

A h 



 

2 5

0,01254 Ê
5040

A g h 






 

Заметим, что ввиду того, что коэффициенты в функции  f Z  зависят от физических 

констант жидкости, не для каждой жидкости случай существования точки стратификации 
реализуем. Например для воды при температуре 20 С точное решение (9) для фоновой тем-
пературы представляет собой зависимость, представленную на рис. 3. 
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Рис. 3. Профиль фоновой температуры (9) для воды 20 С  ï ðè 1 Ê/ì ;  = 1 ìA h  

Линии уровня результирующего поля температуры T  для общего случая приведены 
на рис. 4, для воды при 20 С – на рис. 5. 

 

 

Рис. 4. Линии уровня температурного поля T 
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Рис. 5. Линии уровня температурного поля  
T  (при 1A   К/м; 1h   м) 

3.3. Исследование температурного поля в случае выполнения условия скольжения  
на нижней границе 

В случае, когда параметр   принимает конечное ненулевое значение, представим  

решение (7) для фоновой температуры 0T  в следующем виде: 
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(10) 

В отличие от выражения (9) в формуле (10) появляется новое слагаемое, отражающее 
влияние длины проскальзывания. Здесь введены дополнительные обозначения: a l  ; 

;h l   l  – характерный горизонтальный размер рассматриваемого слоя жидкости. Опира-

ясь на изложенный в [3] подход к оценке числа возможных нулевых точек многочлена на  
заданном интервале и учитывая неотрицательность отношения a  , можно сделать вывод  

о том, что в случае выполнения условия проскальзывания на нижней границе слоя у фоновой 

температуры (10) может быть не более одной нулевой точки внутри слоя  0,1  (рис. 6).  

На рис. 7 приведен профиль фоновой температуры, определяемой соотношением (10), для 
воды при температуре 20 С. 

 

 

Рис. 6. Профиль фоновой температуры (10) 

при 
2 23 5

ï ðè 0,4 Ê;  0,005 Ê;
12 5040

A h A g h  
  


 

 0,01
a 
 

 
 

Рис. 7. Профиль фоновой температуры (10) 

(при 1A   К/м; 0,5h   м; 0,001
a



) 

Линии уровня поля температуры для общего случая и для воды при температуре 20 С 
приведены на рис. 8 и 9 соответственно. 
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Рис. 8. Линии уровня температурного поля T  
32

ï ðè 0,4 Ê; 
12

A h 
 



2 5

0,005 Ê;
5040

A g h







 

0,05A  К/м; 0,01
a 
 

 
 

Рис. 9. Линии уровня температурного поля T
(при 1A   К/м; 0,5h   м; 1A   К/м; 

0,001
a



) 

3.4. Исследование температурного поля в случае идеального скольжения 

Предельный случай условия Навье, когда параметр   принимает бесконечное значе-
ние, называется условием идеального скольжения. Воспользоваться предельным переходом 
    в полученном точном решении (7) нельзя, так как в противном случае все гидроди-
намические поля становятся бесконечными в любой точке исследуемого слоя. В [3] было  
показано, что если выполняется условие 

2 3 0.g h      (11) 

возможен одновременный учет в точном решении краевой задачи (4), (6) и термокапилляр-
ного эффекта на верхней границе слоя жидкости, и условия идеального скольжения на ниж-
ней границе. 

Также в статье [3] приведено точное решение для поля скорости в случае идеального 
скольжения: 

 
3 3

4 2
3 5 30

120 120
9U f Z Z

Ag h
Z

Ag h 
      

. (12) 

Используя решение (12) при интегрировании предпоследнего уравнения системы (4), 
можем легко получить точное решение для фоновой температуры: 

 

 4
3 2 3

2 5 3
0 1 5 30 59 930

120 120
T UT Z Z AZ

Ag h A
Z

h
Z

g
Z            


   


 ; 

 6
2 3

4 2
0 15 45

720
27T Z Z С

A g h
Z      


; 

(13) 
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2

0 1 2

3
7 5 35 6 633

5040

A g h
ZT Z Z С Z С      




. 

Далее подставим полученное общее решение (13) в краевые условия (6): 

   7 5 3
2

2 3

0 10 5 0 63 0 0 0 0;
50

63
40

T
A

Ñ
g h

Ñ           


 

     7 5 3
0 0 1

2 3 2 3

11 5 1 63 1 1 1 0.
5040 5040

5
63

A g h A g h
T z h T Z Ñ Ñ                

 
 

Таким образом, мы нашли значения констант интегрирования: 
2

1

3

504

5

0

A g
С

h
 


; 

2 0.Ñ   Подстановка этих значений в общее решение (13) позволяет найти точное решение 

для фоновой температуры, удовлетворяющее системе краевых условий (6) для случая иде-
ального скольжения: 

2 3 2
7 5 3 7 5

0

3 2 3
35 63 5 63 5

5040 5040 504

5
6

0
3 63

A g h A g h A g h
T Z Z Z Z ZZ ZZ               

  


 (14) 

На рис. 10 приведен профиль фоновой температуры, определяемой выражением (14). 
 

 

Рис. 10. Профиль температуры 0T  при 
2 3

1
5040

A g h



 К 

Несложно убедиться, что функция   7 5 35 6 5363Z Z Zg Z Z   , определяющая точ-

ное решение (14), имеет единственный нуль на интервале  0,1 . Следовательно, фоновая 

температура (14) обращается в нуль внутри рассматриваемого слоя жидкости ровно один раз 

независимо от значений краевых параметров задачи. Это означает, что поле температуры 0T  

всегда расслаивается на две зоны относительно отсчетного значения, причем в известной 
точке 0,2947Z  .  
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Заметим, что расположение нулевой точки у фоновой температуры (14) никак не за-
висит от физических характеристик жидкости. Их положение определяется нулями много-

члена  g Z , попадающими в интервал  0,1 . 

Результирующее поле температуры 0 1T T T x   в этом случае принимает вид: 

 7
2 3

5 3
0 1 5 63

4
63 5

50 0
T

A g h
ZT T x Z Z Z AZx        


  

 6 4 2
3

5 63 5
5040

63AZ Z Z
g h

Z x
A 

        


. 

(15) 

Приведенная факторизация записи выражения (15) наглядно демонстрирует, что  

в отличие от фоновой температуры 0T  распределение изолиний поля T  зависит от парамет-

ров конкретной жидкости ( ,  ,  ), от толщины слоя h  и величины продольного градиента 

температуры A . На рис. 11–13 приведены линии уровня температурного поля (15) для воды 
при температуре 20 С. 

 

 

Рис. 11. Распределение изолиний поля  
температуры (при 1A   К/м; h = 1 м) 

Рис. 12. Распределение изолиний поля  
температуры (при 1A   К/м; 0,1h   м) 
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Рис. 13. Распределение изолиний поля температуры (при 0,1A   К/м; 1h   м) 

Различие в картинах изолиний, представленных на рис. 11–13, объясняется тем фактом, 

что при варьировании величины коэффициента  3 5040Ag h  , входящего в выражение (15), 

можно добиться того, что вклад линейного слагаемого x  будет превалировать над вкладом 

нелинейного слагаемого 
3

6 4 25 63 5
5040

63
Ag h

Z ZZ


    
. 

4. Заключение 

В статье получено точное решение для термокапиллярной конвекции, учитывающее 
эффект проскальзывания жидкости на одной из границ рассматриваемого слоя. Подробно 
проанализированы свойства поля температуры в зависимости от величины длины скольже-
ния. Было показано, что поле температуры может иметь точки стратификации внутри слоя. 
Также было показано, что распределение изолиний температуры в слое зависит не только  
от параметров слоя и граничных условий, но и от самой жидкости. 
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Hydrogen concentration in the sample material depends on its environmental content, exter-

nal pressure, temperature, surface condition, and testing time. All other things being equal, increas-

ing temperature increases the diffusion coefficient and, consequently, hydrogen concentration in the 

metal. This, in turn, changes the mechanical properties of the material. The paper considers the 

principal possibility of determining the parameters of this process within the method of complete 

deformation diagrams. By changing the parameters of the diagram of the hydrogenated metal,  

a conclusion is made about the changes in its strength, plasticity, and crack resistance. The approach 

is illustrated by the results of testing samples of the structural 09Г2С steel, widely used in mechani-

cal engineering. It has been found that the increasing temperature of hydrogenation reduces the 

strength and ductility of the steel and increases crack resistance. Thus, it is experimentally proved 

that the parameters of the falling branch of the complete diagram are sensitive to hydrogen concen-

tration in the steel. The changes in the mechanical properties of the structural steel caused by the 

action of hydrogen are qualitatively similar to those caused by cyclic loading. In this regard, it is 

concluded that degradation processes of different natures can be studied on a common methodolog-

ical basis. The parameters of the falling branch of the complete deformation diagram can serve  

as the representative parameters of these processes. 

Keywords: hydrogen, diffusion, experiment, complete deformation diagrams, temperature. 
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Концентрация водорода в материале образца зависит от его содержания в окру-

жающей среде, внешнего давления, температуры, состояния поверхности и времени ис-

пытаний. Повышение температуры испытаний приводит к изменению фазового состава 

стали, активизации диффузионных процессов и к повышению содержания водорода.  

В результате снижаются предел прочности и предельная деформация, меняется угол 

наклона падающей ветви полной диаграммы деформирования (ПДД). По изменению па-

раметров диаграммы наводороженного металла дается заключение об изменении его 

прочности, пластичности и трещиностойкости. Подход иллюстрируется результатами 

испытаний образцов из конструкционной стали 09Г2С, широко используемой в маши-

ностроении. Установлено, что повышение температуры наводороживания снижает 

прочность и располагаемую пластичность стали, повышая трещиностойкость. Таким 

образом, экспериментально доказано, что параметры падающей ветви полной диаграм-

мы чувствительны к концентрации водорода в стали. Отмечается качественная аналогия 

изменения механических свойств конструкционной стали от действия водорода и цик-

лического нагружения. В этой связи делается заключение о принципиальной возможно-

сти исследования деградационных процессов разной природы на единой методологиче-

ской основе. Представительными параметрами данных процессов могут служить пара-

метры падающей ветви полной диаграммы деформирования.  

Ключевые слова: водород, диффузия, эксперимент, полная диаграмма деформирования, 

температура. 

1. Введение 

Исследование закономерностей деградационных процессов в материале эксплуатиру-

емой конструкции является основой физической теории надежности машин [1, 2]. С точки 
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зрения использования получаемых результатов в расчетах элементов конструкций несо-

мненное преимущество имеет феноменологический подход. Кинетические уравнения, выра-

женные в терминах напряжений и деформаций, хорошо согласуются с уравнениями механи-

ки сплошных сред. Примером могут служить исследования циклической деградации ряда 

конструкционных сталей [3]. 

Общим характерным признаком процессов зарождения усталостной трещины и разви-

тия водородной хрупкости является переход изначально пластичного конструкционного ма-

териала в хрупкое состояние [4–10]. Кинетика обоих процессов в значительной мере опреде-

ляется состоянием поверхностного слоя исследуемого объекта [11–15], а результаты лабора-

торных исследований сильно зависят от способа обработки образцов [15, 16]. Приведенные 

аналогии послужили поводом для описания циклической и водородной деградации металлов 

с позиций авторского подхода, основанного на концепции полной диаграммы деформирова-

ния. Техника, средства и методика построения ПДД приведены в [3]. Простые испытания 

малых однократных образцов с построением полных диаграмм с падающей до нуля ветвью 

дают наиболее полное и логически завершенное представление о сопротивлении материала 

деформированию [3, 17]. Испытания таких образцов в жестком нагружающем устройстве 

позволяют оценить прочность, пластичность, трещиностойкость и энергоемкость материала 

по соответствующим параметрам ПДД. 

Явление водородной деградации эксплуатационных свойств сталей, обнаруженное 

более 100 лет назад, в последние десятилетия привлекает особое внимание [14,  18–19].  

В основном приводятся данные об изменении пределов прочности и текучести, относи-

тельного сужения при разрыве наводороженных образцов. Предполагается, что сравнение 

ПДД образцов в исходном и наводороженном состояниях даст более обстоятельную 

оценку изменения свойств материала от действия водорода. Цель работы – изучить влия-

ние температуры наводороживания образца при неизменном давлении и времени вы-

держки в водороде на параметры статической полной диаграммы деформирования кон-

струкционной стали. 

2. Средства и условия проведения экспериментов 

К настоящему времени преодолены технические трудности в построении полных диа-

грамм деформирования с падающей до нуля ветвью, отражающей стадию разупрочнения ма-

териала. Равновесное (без динамики) деформирование на стадии разупрочнения возможно 

при растяжении малых образцов [3] с размером рабочей части 2…3 мм в достаточно жесткой 

испытательной машине (рис. 1). Тонкостенный образец следует использовать при исследова-

нии циклической деградации, поскольку усталостные повреждения концентрируются в по-

верхностном слое металла [3 и 13], а при наводороживании таких образцов сокращается вре-

мя до насыщения. 

Механические испытания образцов конструкционной стали 09Г2С с построением 

ПДД проводили на разрывной машине Instron 8801. Малая скорость деформирования 

0,02 мм/мин и высокая жесткость машины позволяют строить падающую ветвь диа-

граммы без применения устройств повышенной жесткости. На рис.  2 в качестве приме-

ра приведены машинные диаграммы стали в координатах «растягивающее усилие F – 

удлинение ∆l» в исходном состоянии (1) и после отжига (2) при температуре 900 С  

в течение трех часов. 
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Рис. 1. Образец для испытаний с построением ПДД 

 

Рис. 2. Машинные диаграммы стали в исходном состоянии (1) и после отжига (2) 

После отжига наблюдается значительное снижение максимальных деформирующих 

усилий и соответствующих удлинений. Возросла располагаемая пластичность, оцениваемая 

длиной диаграммы. Увеличился угол наклона заключительного участка диаграммы к отрица-

тельному направлению оси абсцисс, что указывает на снижение трещиностойкости стали  

[17, 20]. Практически не изменились энергоемкость материала, оцениваемая площадью  

под диаграммой, и модуль упругости. За пределом прочности понятие напряжения не вполне 

определено, поэтому машинная диаграмма не перестраивалась в условную, или какую-либо 

другую диаграмму. Тем не менее сравнение параметров машинной диаграммы позволяет су-

дить об изменении механических свойств материала после отжига. 

Наводороживание образцов проводилось на специализированном стенде с нагревом  

в среде чистого водорода без нагрузки и при фиксированных номинальных растягивающих 

напряжениях (рис. 3) [21]. 
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Рис. 3. Схема стенда 

Для проведения испытаний образец (1) устанавливается в устройстве для подвески 

образца (2) и закрывают колпаком, образующим герметичную камеру (3). Растягивающее 

усилие создается набором свинцовых грузов (4). Образец нагревают путем пропускания пе-

ременного тока через силовой трансформатор с автоматизированным регулированием силы 

тока до 750 А. Температуру нагрева образца контролируют хромель-алюмелевой термопарой 

(6), привариваемой к каждому образцу в середине его рабочей части. Визуальное наблюде-

ние за образцом в процессе испытаний осуществляется через кварцевые окна в колпаке.  

Удлинение образца фиксируется с помощью резистивного датчика (5). Датчик и термопара 

соединены с компьютером (8) через преобразователь сигнала (7). Воздух из рабочей камеры 

вытесняется газообразным аргоном из баллона с избыточным давлением 0,5 МПа. Система 

подачи водорода включает стандартный баллон и систему редуцирования и контроля. Дав-

ление водорода в камере 5 МПа поддерживают постоянным в процессе испытания. Стенд 

апробирован в испытаниях ряда материалов на кратковременную ползучесть в разных газо-

образных средах [21, 22]. После наводороживания образцы снимали со стенда и испытывали 

при комнатной температуре на разрывной машине. При охлаждении металла и снижении 

давления большая часть поглощенного водорода выделяется. Учитывая высокую скорость 

процесса дегазации водорода, далее речь идет о влиянии остаточной концентрации водорода 

на диаграмму деформирования стали. 

3. Результаты исследований и обсуждение 

Известно, что растворение водорода в нержавеющей стали приводит к существенному 

разупрочнению [23], снижению пластичности и трещиностойкости [4, 19, 23], модуля упру-

гости [24]. Полное представление о свойствах стали одной марки можно составить по дан-

ным работ разных авторов. При этом используется материал разных плавок и разной термо-

механической обработки, испытания проводятся по разным методикам и на образцах разных 

размеров и формы. Использование малых образцов позволяет провести масштабные испыта-

ния материала с одинаковой металлургической и технологической наследственностью  

(рис. 1). Так в сравнении машинных диаграмм стали 09Г2С выявлено существенное сниже-

ние прочностных свойств при отжиге (рис. 2). 
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Влияние температуры предварительного наводороживания образцов в течение трех 

часов отражается в диаграммах на рис. 4, построенных при температуре 20 С. Диаграммы 1 

на рис. 4 (те же, что на рис. 2) построены без предварительного наводороживания, диаграм-

мы 2 для образцов, наводороженных при температуре 580 С, а диаграммы 3 – при темпера-

туре 900 С. Диаграмма 4 на рис. 4 б получена после наводороживания при температуре  

580 С и растягивающем напряжении 10,5 МПа. 

 

 

а б 

Рис. 4. Машинные диаграммы стали 09Г2С: а – в состоянии поставки;  

б – после отжига при 900 С в течение 2,5 ч 

Сравнивая диаграммы 1, 2 и 3 на рис.4 а и рис.4 б, можно заметить, что влияние тем-

пературы наводороживания на диаграмму материала в исходном состоянии и после отжига 

качественно одинаково. Максимальное усилие деформирования с ростом температуры наво-

дороживания заметно снижается, особенно в состоянии поставки. Располагаемая пластич-

ность, определяемая длиной ПДД, при температуре наводороживания 580
 
С падает, но при 

температуре 900
 
С восстанавливается (кривые 3 на рис. 4). Последний результат не вполне 

совпадает с прямыми измерениями сужения сечения в шейке при разрыве. Так, для 

отожженных не наводороженных образцов значение относительного сужения  = 59 % после 

наводороживания при температуре 580
 
С снижается до 41 %, но при температуре 900

 
С  

составляет всего 43 %.  

Известно, что растягивающие механические напряжения ускоряют диффузионный 

процесс проникновения водорода в стали [19], особенно при невысоких температурах. Диа-

грамма 4, как и диаграмма 2 на рис. 4 б, построена после наводороживания при температуре 

580 С. Но два груза в стенде создавали растягивающее напряжение 10,5 МПа (рис. 3). 

Машинные диаграммы не приводились к инвариантному виду и значение максимума  

на диаграмме 4 следует считать случайным. Сравнивая диаграммы 2 и 4, можно сделать каче-

ственное заключение: действие растягивающих напряжений проявляется в снижении распола-

гаемой пластичности и трещиностойкости материала. Диаграмма растяжения стала короче и на 

падающей ветви, в диапазоне нагрузок (1,4÷1,2) кН, появился круто наклонный участок, опреде-

ляющий условия устойчивости деформирования и трещиностойкости [20, 25]. При физическом 

обосновании параметра поврежденности необходимо учитывать снижение показателей прочно-

сти, пластичности и трещиностойкости материала. Показатели упругих свойств в данной работе 

не исследовались, но известно, что возможно снижение  модуля упругости до 20 % [19]. Для по-

строения зависимостей изменения механических свойств с ростом концентрации водорода в об-

разце необходимо дорогостоящее оборудование по ее определению. 
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4. Заключение 

Основной результат проведенных экспериментов заключается в том, что установлена 

чувствительность параметров ПДД к действию водорода. Испытания с построением полных 

диаграмм наводороженного материала дают комплексную оценку изменения его механиче-

ских свойств с ростом температуры наводороживания. Наложение растягивающих напряже-

ний ускоряет процесс перехода пластичной стали в хрупкое состояние, что проявляется  

в снижении располагаемой пластичности, определяемой длиной ПДД. Ранее показано, что 

параметры ПДД чувствительны к изменению химического состава, температуры испытаний, 

числа циклов тренировки. Таким образом, деградационные процессы разной природы и  

с разными механизмами реакции на внешние воздействия могут исследоваться в рамках ме-

тода полных диаграмм деформирования.  
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An analytical method for determining the stress state in elastic bodies with a cavity is de-

veloped. The technique is based on using solutions to problems of the theory of elasticity for two 

simply connected regions, namely, for a body without a cavity and a space that is the exterior  

of a cavity. Special operator equations are obtained to determining the required stresses in a multi-

ply connected body. An iterative method for solving these operator equations is proposed. A con-

vergence of successive approximations is proved. An illustrative example is provided. 

Keywords: multiply connected body, stress state, operator equation, successive approximation,  

iteration convergence. 
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Разработан аналитический метод определения напряженного состояния в упругих  

телах с полостью. Методика основана на использовании решений задач теории упругости 

для двух односвязных областей, а именно, для тела без полости и пространства, являющегося 

внешностью полости. Получены специальные операторные уравнения, решения которых  

определяют искомые напряжения в неодносвязном теле. Предложен итерационный метод 

решения данных операторных уравнений. Доказана сходимость последовательных прибли-

жений. Приведен иллюстрированный пример. 

Ключевые слова: неодносвязное тело, напряженное состояние, операторное уравнение,  

последовательные приближения, сходимость итераций. 

1. Введение 

Многие элементы конструкций имеют отверстия конструктивного или технологиче-

ского назначения. Для оценки надежности, прочности и долговечности таких конструктив-

ных элементов необходимо знать их напряженное состояние, поскольку оно существенно 

неоднородное и возле отверстий появляются зоны концентрации напряжений, где и начи-

нается процесс разрушения [1–3]. Из последних работ по этой тематике можно отметить 

исследования [4–8]. Таким образом, отверстия (полости) оказывают определяющее влияние 

на работоспособность изделий. Поэтому для оценки прочности деталей необходимо решать 

краевые задачи теории упругости для неодносвязных областей, на внешних границах кото-

рых заданы силы. С практической точки зрения возможно воспользоваться различными 

численными методами, например методом конечных элементов. Однако для понимания 

свойств уравнений и полученных решений, а также для тестирования численных методов 

необходимо во многих случаях иметь аналитические решения. Особенно, когда коэффици-

ент концентрации напряжений слишком велик. В работе предложен алгоритм расчета 

напряжений в упругих телах с полостями. Построены соответствующие операторные урав-

нения, разработан итерационный метод их решения и доказана сходимость итераций к точ-

ному аналитическому решению задачи. 

2. Постановка задачи 

Пусть в трехмерном евклидовом пространстве 𝐸3 имеются два односвязных тела: 𝑉1, 

ограниченное кусочно-гладкой поверхностью Γ1, и 𝑉2, ограниченное кусочно-гладкой  

поверхностью Γ2. Причем 𝑉2 ⊂ 𝑉1. Составим неодносвязное тело 𝑉 = 𝑉1\𝑉2, т. е. 𝑉2 – это  

полость в области 𝑉1 (рисунок). 
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Неодносвязное тело 

Свойства материала в данных областях определяются однородным изотропным сим-

метричным тензором четвертого ранга модулей упругости 𝐶 [9]. В дальнейшем полагаем, что 

этот тензор распространен на все пространство 𝐸3. Требуется найти напряженное состояние 

в неодносвязном теле 𝑉, если на его границах Γ1 и Γ2 заданы системы уравновешенных 

внешних сил, соответственно 𝑡1 и 𝑡2, объемные силы отсутствуют. 

Напряженно-деформированное состояние в теле 𝑉 определяется решением системы 

уравнений краевой задачи теории упругости, которая в инвариантной форме имеет вид [10]: 

∇ ∙ 𝜎 = 0;   𝜀 = def 𝑢 ;    𝜎 = 𝐶 ∙ 𝜀, (1) 

с граничными условиями 

𝜎 ∙ 𝑛1|Γ1
= 𝑡1;     𝜎 ∙ 𝑛2|Γ2

= 𝑡2. (1) 

Здесь первая группа уравнений – это уравнения равновесия; 𝜎 – симметричный тен-

зор второго ранга напряжений; ∇ – оператор Гамильтона [6], точкой обозначено скалярное 

произведение тензора напряжений на оператор ∇ (вектор Гамильтона). Вторая группа 

уравнений – соотношения Коши (𝜀 – симметричный тензор второго ранга деформаций;  

𝑢 – вектор перемещений). Третья группа уравнений – это закон Гука, связывающий тензо-

ры напряжений и деформаций (двумя точками обозначено двойное скалярное произведение 

тензора четвертого ранга с тензором второго ранга [10, 11]). Вектор 𝑛1 – единичный вектор 

внешней нормали к поверхности Γ1; 𝑛2 – единичный вектор внешней нормали к поверхно-

сти Γ2, направленный в сторону области 𝑉2. Точкой обозначено скалярное произведение 

тензора напряжений на вектор внешней нормали. 

3. Метод решения 

Пусть известны алгоритмы решений системы уравнений (1) для односвязной области 

𝑉1 с произвольными граничными условиями на поверхности Γ1, а именно 𝜎 ∙ 𝑛1|Γ1
= 𝑔𝑛  

(или 𝜎 ∙ 𝑛1 = 𝑔𝑛), и для области 𝑉3 = 𝐸3\𝑉2 (внешность поверхности Γ2) с произвольными 

условиями на поверхности Γ2, а именно 𝜎 ∙ 𝑛2|Γ2
= 𝑝𝑚 (или 𝜎 ∙ 𝑛2 = 𝑝𝑚). То есть, известны 

линейные отображения (операторы)  

𝐴1:  𝑔𝑛 → 𝜎1
𝑛;       𝐴2:  𝑝𝑚 → 𝜎2

𝑚, 

где 𝜎1
𝑛 и 𝜎2

𝑚 – тензоры напряжений, являющиеся решениями соответствующих краевых  

задач для областей 𝑉1 и 𝑉3. Решение сформулированной выше задачи для несвязанной обла-

сти 𝑉 можно представить в виде суммы: 
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𝜎(𝑥) =  𝜎1
′(𝑥) + 𝜎2

′(𝑥),    𝑥 ∈ 𝑉, 

где тензоры напряжений должны быть таковы, что выполняются условия 

𝑛1 ∙ 𝜎1
′ + 𝑛1 ∙ 𝜎2

′ = 𝑡1; (2) 

𝑛2 ∙ 𝜎1
′ + 𝑛2 ∙ 𝜎2

′ = 𝑡2. (3) 

Здесь тензоры 𝜎1
′  и 𝜎2

′  – некоторые (пока неизвестные) решения краевой задачи (1)  

соответственно для областей 𝑉1 и 𝑉3. 

Получим теперь уравнения для определения 𝜎1
′  и 𝜎2

′ . Применим операторы 𝐴1 и 𝐴2  

соответственно к условиям (2) и (3): 

𝐴1(𝑛1 ∙ 𝜎1
′) + 𝐴1(𝑛1 ∙ 𝜎2

′) = 𝐴1𝑡1; 

𝐴2(𝑛2 ∙ 𝜎1
′) + 𝐴2(𝑛2 ∙ 𝜎2

′) = 𝐴2𝑡2. 

Тогда учитывая, что 𝐴1(𝑛1 ∙ 𝜎1
′ ) =  𝜎1

′ ; 𝐴2(𝑛2 ∙ 𝜎2
′ ) =  𝜎2

′ , получаем: 

𝜎1
′ + 𝐵1𝜎2

′ = 𝑆1,    𝑥 ∈ 𝑉1; (4) 

𝜎2
′ + 𝐵2𝜎1

′ = 𝑆2,   𝑥 ∈ 𝑉3. (5) 

где 𝐵1𝜎2
′ =  𝐴1(𝑛1 ∙ 𝜎2

′ );  𝜎1
′ =  𝐴2(𝑛2 ∙ 𝜎1

′ );   𝐴1𝑡1 = 𝑆1 – тензор напряжений, являющийся  

решением краевой задачи (1) для области 𝑉3 с граничными условиями 𝑡2. 

Подставляя выражение 𝜎1
′  из уравнения (4) в уравнение (5), а выражение 𝜎2

′  из урав-

нения (5) – в уравнение (4), находим два независимых уравнения для определения 𝜎1
′  и 𝜎2

′ ,  

а именно: 

𝜎1
′ = 𝐵1𝐵2𝜎1

′ + (𝑆1 − 𝐵1𝑆2),    𝑥 ∈ 𝑉1; (6) 

𝜎2
′ = 𝐵2𝐵1𝜎2

′ + (𝑆2 − 𝐵2𝑆1),    𝑥 ∈ 𝑉3. (7) 

Решения уравнений (6) и (7) будем искать методом последовательных приближений:  

𝜎1
′ = ∑(𝐵1𝐵2)𝑘

∞

 𝑘=0

(𝑆1 − 𝐵1𝑆2); (8) 

𝜎2
′ = ∑(𝐵2𝐵1)𝑘

∞

 𝑘=0

(𝑆2 − 𝐵2𝑆1). (9) 

Покажем, что операторы 𝐵1𝐵2 и 𝐵2𝐵1 есть операторы сжатия в соответствующих 

функциональных пространствах. Возьмем сначала энергетическое вещественное гильбертово 

пространство 𝑇1(𝑉1) тензоров напряжений, определенных в односвязной области 𝑉1 и свя-

занные законом Гука с тензорами деформаций, удовлетворяющих условиям совместности 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 1, 2020 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

39 

 

 

Struzhanov V. V. A method for calculating stresses in a multiply connected elastic body // Diagnostics, Resource and Mechanics  

of materials and structures. – 2020. – Iss. 1. – P. 34–42. – DOI: 10.17804/2410-9908.2020.1.034-042. 

 

[12]. Если тензор 𝑞 ∈  𝑇1(𝑉1), то 𝑞 ∙∙ 𝑆 ∙∙ 𝑞 – положительно определенная форма, значение ко-

торой равно удвоенной потенциальной энергии упругих деформаций элемента материала. 

Норма в энергетическом пространстве 𝑇1(𝑉1) определяется выражением ‖𝑞‖𝑇1(𝑉1)
2 ==

∫ 𝑞 ∙∙ 𝑠 ∙∙ 𝑞 𝑑𝑉
𝑉1

[12] (это удвоенная потенциальная энергия упругих деформаций всего тела 

𝑉1). Здесь 𝑆 = 𝐶−1 – тензор четвертого ранга модулей податливости. Отметим, что тензоры 

напряжений в уравнении (6) есть тензоры из 𝑇1(𝑉1). 

Оценим норму оператора 𝐵1𝐵2 в пространстве 𝑇1(𝑉1). Используем теорему Клайперо-

на при отсутствии объемных сил, записанную в инвариантной форме [10,12]: 

∫ 𝑞 ∙∙ 𝑆 ∙∙ 𝑞

𝑊

 𝑑𝑉 =  ∫ 𝑢 ⋅ (𝑛 ⋅ 𝑞

Γ

) 𝑑Γ. 

Здесь 𝑊 односвязное тело с границей Γ; 𝑢 – вектор перемещений; 𝑛 – единичный век-

тор внешней нормали. Тогда 

‖𝑞‖𝑇1(𝑉1)
2 = ∫ 𝑞 ∙∙ 𝑆 ∙∙ 𝑞 𝑑𝑉

𝑉1

>  ∫ 𝑞 ∙∙ 𝑆 ∙∙ 𝑞 𝑑𝑉

𝑉2

= 

= ∫ 𝑢2

Γ2

∙ (−𝑛2 ∙ 𝑞) 𝑑Γ =  ∫ 𝐴2(−𝑛2 ∙ 𝑞) ∙∙ 𝑆 ∙∙ 𝐴2(−𝑛2 ∙ 𝑞) 𝑑𝑉

𝑉3

> 

> ∫ 𝐴2(−𝑛2 ∙ 𝑞) ∙∙ 𝑆 ∙∙ 𝐴2(−𝑛2 ∙ 𝑞)

𝐸3\𝑉1

 𝑑𝑉 = 

= ∫ 𝑢1

Γ1

[−𝑛1 ∙ 𝐴2(−𝑛2 ∙ 𝑞)]𝑑Γ =  ∫ 𝐴1[𝑛1 ∙ 𝐴2(𝑛2 ∙ 𝑞)] ∙∙ 𝑆 ∙∙

𝑉1

𝐴1[𝑛1 ∙ 𝐴2(𝑛2 ∙ 𝑞)] 𝑑𝑉 = 

= ‖𝐵1𝐵2𝑞‖𝑇1(𝑉1)
2 . 

Отсюда ‖𝑞‖𝑇1(𝑉1)
2 >  ‖𝐵1𝐵2𝑞‖𝑇1(𝑉1)

2 . Здесь 𝑢1, 𝑢2 – векторы перемещений, заданные соот-

ветственно на границах Γ1 и Γ2. Отметим, что интегралы по областям 𝑉3 и 𝐸3\𝑉1 имеют конечные 

значения, так как тензоры напряжений (решения краевой задачи (1) для внешней поверхности Γ1  

и Γ2) достаточно быстро убывают и обращаются в нуль на бесконечности. Теперь [13]  

‖𝐵1𝐵2‖𝑇1(𝑉1) = sup
‖𝐵1𝐵2𝑞‖𝑇1(𝑉1)

‖𝑞‖𝑇1(𝑉1)
< 1. 

Следовательно, оператор 𝐵1𝐵2 есть оператор сжатия для элементов пространства 

𝑇1(𝑉1) и ряд (8) сходится по норме пространства 𝑇1(𝑉1) к решению уравнения (6). 

Возьмем теперь энергетическое вещественное гильбертово пространство 𝑇1(𝑉3)  

тензоров напряжений, определенных в области 𝐸3\𝑉1 и связанных законом Гука с тензорами 

деформаций, удовлетворяющих условиям совместности. Если 𝑞 ∈  𝑇1(𝑉1), то 𝑞 ∙∙ 𝑆 ∙∙ 𝑞 –  

положительно определенная форма. Норма в пространстве 𝑇1(𝑉3) есть ‖𝑞‖𝑇1(𝑉3)
2 =

 ∫ 𝑞 ∙∙ 𝑆 ∙∙ 𝑞 𝑑𝑉
𝑉3

  (это удвоенная потенциальная энергия тела 𝑉3). Аналогично изложенному 

выше оценим норму оператора 𝐵2𝐵1. Имеем: 
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= ∫ 𝑞 ∙∙ 𝑆 ∙∙ 𝑞 𝑑𝑉

𝑉3

>  ∫ 𝑞 ∙∙ 𝑆 ∙∙ 𝑞 𝑑𝑉

𝐸3\𝑉1

= 

= ∫ 𝑢1

Γ1

∙ (−𝑛1 ∙ 𝑞) 𝑑Γ =  ∫ 𝐴1(−𝑛1 ∙ 𝑞) ∙∙ 𝑆 ∙∙ 𝐴1(−𝑛1 ∙ 𝑞) 𝑑𝑉

𝑉1

> 

> ∫ 𝐴1(−𝑛1 ∙ 𝑞) ∙∙ 𝑆 ∙∙ 𝐴1(−𝑛2 ∙ 𝑞)

𝑉2

 𝑑𝑉 = 

= ∫ 𝑢2

Γ2

[−𝑛2 ∙ 𝐴1(−𝑛1 ∙ 𝑞)]𝑑Γ = ∫ 𝐴2[𝑛2 ∙ 𝐴1(𝑛1 ∙ 𝑞)] ∙∙ 𝑆 ∙∙

𝑉3

𝐴2[𝑛2 ∙ 𝐴1(𝑛1 ∙ 𝑞)] 𝑑𝑉 = 

= ‖𝐵2𝐵1𝑞‖𝑇1(𝑉3)
2 . 

Отсюда ‖𝑞‖𝑇1(𝑉3)
2 >  ‖𝐵2𝐵1𝑞‖𝑇1(𝑉3)

2 .  

Тогда ‖𝐵2𝐵1‖𝑇1(𝑉3) =  
sup

‖𝑞‖≠0

‖𝐵1𝐵2𝑞‖𝑇1(𝑉1)

‖𝑞‖𝑇1(𝑉1)
< 1. 

Таким образом, оператор 𝐵2𝐵1 есть оператор сжатия и ряд (9) сходится по норме простран-

ства 𝑇1(𝑉3) к решению уравнения (7). Наконец, складывая решения уравнений (6) и (7), нахо-

дим решение исходной задачи, т. е. напряжения в неодносвязном упругом теле 𝑉 при заданных 

внешних силах (векторах 𝑡1 и 𝑡2). 

4. Тестовый пример 

Применим изложенную методику для решения тестовой задачи о расчете напряжений 

в толстостенной трубе с внешним радиусом  𝑏 и внутренним радиусом 𝑎, находящейся под 

воздействием внешнего и внутреннего давлений  соответственно с интенсивностями 𝑝1 и 𝑝2 

(задача Ляме). Граничные условия в этом случае равны 𝑡1 = 𝜎𝑟|𝑟=𝑏 =  −𝑝1, 𝑡2 = 𝜎𝑟|𝑟=𝑎 =  −𝑝2. 

В данной задаче область 𝑉1 – это сплошной круговой цилиндр с радиусом основания 𝑏, на 

который действует равномерное внешнее давление интенсивностью 𝑡1. Область 𝑉3 – это 

трехмерное пространство с цилиндрическим отверстием с радиусом 𝑎, внутри которого со-

здано давление с интенсивностью 𝑡2. Используя известные решения для областей 𝑉1 и 𝑉3  

с определенными выше граничными условиями [9, 10], получаем: 

𝑆1 = 𝐴1(−𝑝1) =  |

−𝑝1 0 0
0 −𝑝1 0
0 0 −2 𝜈𝑝1

| ,     𝑆2 = 𝐴2(−𝑝2) =  |
−𝑝2 0 0

0 −𝑝2 0
0 0 0

|
𝑎2

𝑟2
; 

𝐵1 𝑆2 =  |

−𝑝2 0 0
0 −𝑝2 0
0 0 −2 𝜈𝑝2

|
𝑎2

𝑏2
 ,    𝐵2 𝑆1 =  |

−𝑝1 0 0
0 𝑝1 0
0 0 0

|
𝑎2

𝑟2
;  

𝑆1 −  𝐵1 𝑆2 = |

−𝑝1 0 0
0 −𝑝1 0
0 0 −2 𝜈𝑝1

| −  |

−𝑝2 0 0
0 −𝑝2 0
0 0 −2 𝜈𝑝2

|
𝑎2

𝑏2
 ; 

𝑆2 − 𝐵2 𝑆1 =  |
−𝑝2 0 0

0 −𝑝2 0
0 0 0

|
𝑎2

𝑟2
−  |

−𝑝1 0 0
0 𝑝1 0
0 0 0

|
𝑎2

𝑟2
. 
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Здесь 𝜈 – коэффициент Пуассона, на главной диагонали тензоров соответствующих 

напряжений сверху вниз расположены радиальные, тангенциальные и осевые напряжения. 

Отсюда ряды (8) и (9) соответственно имеют вид:  

𝜎1
′ = 𝐿 + 𝐿 

𝑎2

𝑏2
+ 𝐿

𝑎4

𝑏4
+ ⋯ =

𝐿 𝑏2

𝑏2 − 𝑎2
;  (10) 

𝜎2
′ = 𝐾 + 𝐾 

𝑎2

𝑏2
+ 𝐾

𝑎4

𝑏4
+ ⋯ =

𝐾 𝑏2

𝑏2 − 𝑎2
, 

(11) 

где  

𝐿 =  |

−𝑝1 0 0
0 −𝑝1 0
0 0 −2 𝜈𝑝1

| + |

𝑝2 0 0
0 𝑝2 0
0 0 2 𝜈𝑝2

|
𝑎2

𝑏2
; 

𝐾 =  |
−𝑝2 0 0

0 𝑝2 0
0 0 0

|
𝑎2

𝑟2
−  |

𝑝1 0 0
0 −𝑝1 0
0 0 0

|
𝑎2

𝑟2
. 

Теперь искомый тензор напряжений 𝜎 =  𝜎1
′ + 𝜎2

′  (𝑎 ≤ 𝑟 ≤ 𝑏). Нетрудно убедиться, 

что после подстановки значений (10) и (11) получаем известное решение Ляме [14]. 

5. Заключение 

Построены операторные уравнения, решения которых определяют напряженное со-

стояние в упругих областях с полостями. Разработан метод последовательных приближений 

их решения. Доказана сходимость итераций к точному решению задачи теории упругости 

для неодносвязного тела. 
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The paper investigates acoustic anisotropy arising under inelastic loading of industrial alloy 

structures. The results of ultrasonic measurements on specimens of an aluminum-manganese alloy 

indicate a nonlinear nonmonotonic strain dependence of acoustic anisotropy. It cannot be explained 

in terms of the theory of acoustoplasticity and the Murnaghan nonlinear elastic model. This theory 

establishes a linear relationship between acoustic anisotropy and plastic strain. The location of the 

zones of nonmonotonic changes in the value of acoustic anisotropy is compared with the points on 

the strain curve. The results suggest that that acoustic anisotropy is an indicator of the beginning  

of various stages of the deformation process in metals. 
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Работа посвящена исследованию акустической анизотропии, возникающей при не-

упругом нагружении конструкций из промышленного проката. Результаты ультразвуковых 

измерений, проведенных на образцах из алюминиево-марганцевого сплава, указывают на 

существование нелинейной немонотонной зависимости акустической анизотропии от де-

формаций. Она не может быть объяснена в рамках используемой в теории акустопластично-

сти нелинейно-упругой модели Мурнагана и полученного на ее основании соотношения, 

устанавливающего линейную связь акустической анизотропии с величиной пластических 

деформаций. По результатам сопоставления участков немонотонности полученной экспери-

ментальной зависимости с характерными точками на кривой деформирования, выдвинуто 

предположение о том, что акустическая анизотропия является индикатором различных ста-

дий деформационного процесса в металлах. 

Ключевые слова: акустическая анизотропия, пластические деформации, ультразвуковые 

волны, неразрушающий контроль, акустопластичность. 

1. Введение 

Существование ненулевой акустической анизотропии – фазового сдвига, возникаю-

щего между скоростями поперечных волн взаимно ортогональной поляризации в конструк-

ционных материалах, – является объектом исследований уже более 80 лет. 

Одним из первых, кто рассмотрел влияние напряжений на характер распространения 

акустических волн на теоретическом уровне, был Био [1]. Трусделл получил общее условие 

распространения волн в напряженной среде в случае нелинейно упругого материала [2].  

Это позволило предложить идею использования скоростей поперечных волн для оценки ве-

личины механических напряжений. Хьюз и Келли экспериментально обнаружили линейную 

зависимость скоростей поперечных ультразвуковых волн от величин напряжений в случае 

одноосного нагружения и гидростатического давления [3]. Это явление в работах Бенсона  

и Рилсона получило название акустоупругого эффекта [4]. Так были заложены основы для 

нового направления, связанного с исследованием акустической анизотропии в различных 

модельных средах и существующих конструкционных материалах. 

Акустическая анизотропия рассчитывается по определению согласно следующей 

формуле: 

a = 2(v
1
 – v

2
)/(v

1
 + v

2
), (1) 

https://e.mail.ru/compose?To=mitry.tretyakov93@yandex.ru
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где v
1
 и v

2
 – скорости поперечных волн взаимно ортогональной поляризации. Разработка 

промышленного метода измерения механических напряжений при упругих деформациях 

конструкций с помощью акустической анизотропии велась на территории СССР большим 

числом научных групп, в том числе коллективами из ВНИИНК (г. Кишинев) [5–7], из Инсти-

тута механики им. С.П. Тимошенко (г. Киев) [8–10] и Нижегородского филиала Института 

машиноведения им. А.А. Благонравова РАН [11–12]. Были сформулированы рекомендации 

по выбору направления поляризации поперечных волн в случае одноосного и двухосного 

напряженно-деформированного состояния [13], проведены измерения напряжений в болтах и 

резьбовых соединениях [14]. В постсоветское время был сформулирован и стандартизирован 

метод акустоупругости [15], большой вклад в дело практического применения которого 

внесла Н.Е. Никитина [16–18] и коллектив сотрудников Нижегородского филиала ИМАШ 

РАН. Были предложены методики измерения напряжений в вагонных колесах и рельсах [19], 

трубопроводах [20], парогенераторах [21] и других элементах энергетического оборудова-

ния. 

Наряду с изучением акустоупругого эффекта нашел широкое распространение под-

ход, связанный с использованием акустической анизотропии для оценки пластических де-

формаций [22–27]. Теоретические соотношения, связывающие акустическую анизотропию с 

главными пластическими деформациями, были получены на основе нелинейно-упругой мо-

дели Мурнагана [28]. В программной работе [29] был установлен линейный характер связи 

между акустической анизотропией и пластическими деформациями : 

 𝑎 = 𝑎0 + 𝑎1(1
𝑃 − 2

𝑃) + 𝐶𝐴(𝜎1 − 𝜎2), (2) 

где P
1 , P

2  
– главные пластические деформации;

 1  и
 2  – главные напряжения; a

1
, CA – кон-

станты материала, не зависящие от пластических деформаций [29]; a
0
 – собственная акусти-

ческая анизотропия материала, обусловленная влиянием структуры, начального текстуриро-

вания и иных факторов. 

Появившиеся в последнее время экспериментальные [30–35] и теоретические [36, 

37] результаты ставят под сомнение универсальность данного подхода для отличных  

от рассматриваемого авторами [29] случая малых пластических деформаций. В частности, 

отмечается существование поверхностного эффекта акустической анизотропии в промыш-

ленном прокате [38], влияние коррозионного [39] и водородного [40–42] растрескивания 

металлов на величину акустической анизотропии. 

Необходимо исследовать характер влияния неупругих факторов на акустическую ани-

зотропию в широком диапазоне упругопластических деформаций вплоть до шейкообразова-

ния и разрушения на примере реальных технических конструкций, изготовленных из про-

мышленного проката. 

2. Материалы и методика исследования 

Исследования акустической анизотропии осуществлялись на корсетных образцах  

из алюминиево-марганцевого сплава АМц. Они были вырезаны поперек направления прока-

та и имели геометрические размеры (рис. 1). 

Измерения акустической анизотропии осуществлялись с помощью ультразвукового 

прибора ИН-5101А (рис. 2), предназначенного для расчета механических напряжений  

согласно методике, описанной в стандарте [43]. Прибор позволяет осуществлять излучение  

и прием объемных ультразвуковых волн частотой 5 МГц с помощью контактного датчика  

(рис. 3). В состав датчика входят три пьезопреобразователя, отвечающих за возбуждение  

поперечных волн взаимно ортогональной поляризации и продольных волн. 
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Рис. 1. Геометрические размеры корсетных алюминиевых образцов марки АМц 

 

Рис. 2. Прибор для измерения акустической 

анизотропии ИН-5101А 

Рис. 3. Акустический датчик,  

обеспечивающий излучение и прием  

ультразвуковых волн с частотой 5 МГц 

Расчет акустической анизотропии a, % осуществлялся согласно формуле (3) путем 

измерения с точностью 10
–9

 секунды временных задержек t
1
 и t

2 
между пакетами зондирую-

щих импульсов поперечных волн, регистрируемых после многократного отражения от по-

верхности образца, противоположной той, на которую устанавливается датчик: 

a = 2(t
1
 – t

2
)/(t

1 
+ t

2
). (3) 

3. Результаты и их обсуждение 

Проведенные исследования были разделены на два этапа. На первом этапе был изучен 

характер зависимости акустической анизотропии от упругопластических деформаций вплоть 

до момента образования шейки. Измерения a, % осуществлялись в центральной точке рабо-

чей части образцов при жестком одноосном ступенчатом нагружении. Механические испы-

тания проводились на гидравлической машине INSTRON-8801. На этом этапе ультразвуко-

вой датчик был ориентирован вдоль оси каждого из образцов таким образцом, чтобы ско-

рость поперечной волны v1 была поляризована вдоль направления действия растягивающей 

нагрузки. 

На рис. 5 представлена полученная по результатам ультразвуковых измерений зави-

симость акустической анизотропии (ее значения для наглядности были взяты с обратным 

знаком) от логарифмических деформаций , %. Красными маркерами на рис. 5 отмечены 

значения акустической анизотропии, соответствующие полным осевым деформациям , % 

образца, при которых на диаграмме деформирования достигались предел текучести и предел 

временного сопротивления, осредненные для всей партии образцов (рис. 4). 
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Рис. 4. Диаграмма деформирования  

для случая одноосного растяжения образцов 

Рис. 5. Зависимость акустической  

анизотропии –а, % от деформаций , % 

Расположение участков немонотонности графика –a, % (рис. 5) коррелирует с распо-

ложением характерных точек на диаграмме деформирования на рис. 4. Можно предполо-

жить, что природой немонотонного характера изменения акустической анизотропии является 

наступление различных стадий деформационного процесса – начала пластического течения и 

образования шейки в процессе одноосного растяжения. Следует отметить, что первый уча-

сток немонотонности (на рис. 5), приходящийся на случай малых неупругих деформаций, не 

подчиняется линейной зависимости акустической анизотропии от пластических деформаций, 

устанавливаемой формулой (2). 

На втором этапе исследовались совместное влияние текстуры, вызванной прокатом,  

и упругопластических деформаций на результаты измерения акустической анизотропии a, % 

в случае различной ориентации акустического датчика относительно направления действия 

растягивающей нагрузки. Случай имеет прикладной интерес, поскольку зачастую определе-

ние направления действия главных напряжений в технических конструкциях со сложной 

геометрией оказывается затруднительным. 

В случае исследуемых образцов, вырезанных вдоль направления проката, можно сде-

лать предположение о том, что при одноосном растяжении ориентация осей анизотропии ме-

ханических свойств совпадает с ориентацией осей главных напряжений. 

Измерения акустической анизотропии a, % на втором этапе осуществлялись в цен-

тральной точке образцов при отклонениях ультразвукового датчика (рис. 3) на углы, отсчи-

тываемые от 0° (вдоль оси образцов) против часовой стрелки с шагом 22,5° вплоть до 157,5°. 

Зависимости, представленные на рис. 6 и 7, получены для логарифмических значений  

локальных деформаций , %, измеренных в области исследования акустической анизотропии 

с помощью высокоточного тензодатчика с базой измерения 10 мм и точностью 10
–4

 мм. 

На рис. 6 представлено семейство угловых диаграмм акустической анизотропии,  

построенных по результатам акустических измерений на различных этапах одноосного рас-

тяжения одного из исследуемых образцов. 
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Рис. 6. Угловые диаграммы акустической анизотропии a, %, полученные при одноосном  

ступенчатом растяжении алюминиевого образца для восьми направлений поляризации  

поперечных волн, полученных путем поворота ультразвукового  

датчика относительно оси образца 

Неравномерный характер распределения величины акустической анизотропии a, %  

в различных направлениях, образующий характерную форму угловых диаграмм в виде 

«восьмерок» (рис. 6) и наблюдаемый в том числе и до механического нагружения образца, 

обусловлен начальным текстурированием материала, вызванным прокатом. В случае прове-

денных испытаний он сохраняется на всех этапах нагружения образца, влияние начального 

текстурирования на величину акустической анизотропии a, % сопоставимо с суммарным 

вкладом упругих и пластических деформаций (рис. 6). 

Во-первых, это означает, что для проведения корректной оценки механических 

напряжений, даже в случае наличия только упругих деформаций и в соответствии со стан-

дартом [43], вклад величины начальной анизотропии a
0 в случае диагностики конструкций из 

промышленного проката не может быть учтен в виде константы в формуле (2). Требуется 

исследование величины акустической анизотропии a
0
 как функции от угла поворота системы 

из ортогонально поляризованных поперечных волн. 

Во-вторых, построение угловых диаграмм акустической анизотропии (рис. 6) может 

быть использовано для определения в случае проката заранее неизвестной ориентации осей 

анизотропии механических свойств материала путем неразрушающего контроля. 

Зависимости на рис. 7 получены путем более подробного рассмотрения углов 45°, 

67,7°, 90° и 112,5° (рис. 6), для которых наблюдался положительный знак акустической ани-

зотропии. Значения акустической анизотропии для углов 135°, 157,5°, 0° и 22,5° соответ-

ственно равны выбранным на рис. 7 по модулю и противоположны им по знаку. 
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Рис. 7. Зависимости акустической анизотропии а, % от локальных деформаций , %  

для углов поворота ультразвукового датчика, при которых наблюдается положительный знак 

акустической анизотропии при испытаниях на одноосное растяжение алюминиевого образца 

Зависимости, представленные на рис. 7, свидетельствуют о существовании таких  

направлений поворота датчика, при которых величина акустической анизотропии становится 

практически нечувствительной к величине упругопластических деформаций выше опреде-

ленного уровня. В частности, для угла в 45° и получаемых путем поворота относительно не-

го на 90° максимальное изменение величины акустической анизотропии не превышает  

0,125 % и с ростом деформаций выше 0,8 % по абсолютной величине начинает монотонно 

стремиться к нулю. В то время как для углов 67,7°, 90° и 112,5° максимальные изменения 

величины акустической анизотропии, наблюдаемые на последнем этапе измерений при ве-

личине локальных деформаций 16,6 %, равны 0,671 %, 1,095 % и 0,911 % соответственно. 

В случае, представленном на рис. 7, максимальные и минимальные значения акусти-

ческой анизотропии, полученные в результате испытаний на последнем этапе нагружения 

образца для углов 90° и 45°, отличаются между собой по величине в 89,78 раз. Данный экс-

периментальный факт может приводить к значительным ошибкам в расчете напряжений  

и оценке величины деформаций конструкции при измерениях согласно стандарту [43]. Кон-

троль анизотропного характера изменения акустической анизотропии в различных направле-

ниях поляризации поперечных ультразвуковых волн может быть произведен путем построе-

ния угловых диаграмм акустической анизотропии. 

4. Заключение 

Результаты проведенных в работе экспериментальных исследований указывают  

на существование нелинейной зависимости акустической анизотропии от пластических  

деформаций. Наблюдается локальный немонотонный характер изменения акустической ани-

зотропии при величинах деформаций, соответствующих значениям пределов текучести и 

временного сопротивления, осредненным для образцов, изготовленных из одной партии и 

прошедших испытания при одинаковых условиях нагружения. Можно предположить, что 

природой немонотонного характера изменения акустической анизотропии является наступ-

ление различных стадий деформационного процесса, и акустическая анизотропия может 

быть использована в качестве их индикатора. 
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Наблюдается существенное влияние начального текстурирования на величину и ха-

рактер распределения акустической анизотропии в различных направлениях поляризации 

поперечных ультразвуковых волн относительно направления проката и действия главных 

растягивающих напряжений. Угловые диаграммы, построенные для углов, отсчитываемых 

против часовой стрелки с шагом 22,5° от направления вдоль оси образца, имеют характер-

ный вид «восьмерок», наблюдаемый до механических испытаний и на всех этапах нагруже-

ния вплоть до его разрушения. Вклад начальной акустической анизотропии исследуемых об-

разцов оказывается сопоставимым с суммарным вкладом упругих и пластических деформа-

ций в величину акустической анизотропии. Этот факт требует рассмотрения начальной аку-

стической анизотропии a0 не как константы, а как функции от угла поворота системы из ор-

тогонально поляризованных поперечных волн. Определение заранее неизвестной ориента-

ции осей анизотропии механических свойств материала в случае промышленного проката 

может быть произведено путем построения угловых диаграмм акустической анизотропии. 

Установлен факт существования углов поворота акустического датчика относительно 

направления действия растягивающей нагрузки, при которых величина акустической анизо-

тропии становится практически нечувствительной к величине неупругих деформаций выше 

определенного уровня. Наблюдается разница в 89,78 раз между максимальными и мини-

мальными значениями акустической анизотропии, измеренными для углов поворота датчика 

90° и 45° при одинаковой величине упругопластических деформаций. Значительное расхож-

дение в значениях акустической анизотропии, наблюдаемое на всех этапах нагружения об-

разца, может приводить к ошибкам в расчете механических напряжений с помощью акусти-

ческой анизотропии. Контроль величины акустической анизотропии в различных направле-

ниях поляризации поперечных ультразвуковых волн также может осуществляться путем по-

строения угловых диаграмм акустической анизотропии. 

Полученные результаты позволяют сформулировать новые диагностические признаки 

для проведения оценки пластических деформаций по результатам ультразвуковых измерений 

акустической анизотропии. Они могут быть также использованы для усовершенствования 

существующей методики оценки напряженно-деформируемого состояния промышленных 

конструкций и деталей машин с помощью метода акустоупругости в части определения 

вклада начального текстурирования в интегральную величину акустической анизотропии. 
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The paper studies the influence of the crystal structure on the form and behavior of magnetic 

domains and on the electromagnetic properties of anisotropic electrical steel based on the Fe-3 % Si 

alloy with a (110) [001] texture. The physical mechanisms of the rearrangement of the domain type 

and dynamics during magnetization and stretching of magnetic triple crystallites of various sizes 

and orientations are considered; the conditions for achieving minimum magnetic losses and an in-

crease in magnetic induction under specified conditions of their magnetization reversal are deter-

mined. 
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Исследовано влияние кристаллической структуры на вид и поведение магнитных  

доменов и электромагнитные свойства монокристаллов анизотропной электротехнической 

стали на основе сплава Fe-3 % Si с текстурой (110) [001]. Рассмотрены физические механиз-

мы перестройки вида и динамики доменов при намагничивании и растяжении магнитотрех-

осных кристаллитов различных размеров и ориентаций, а также определены условия дости-

жения минимума магнитных потерь и повышения магнитной индукции при задаваемых 

условиях их перемагничивания. 

Ключевые слова: анизотропный сплав Fe-3 % Si, кристаллическая структура, домены,  

магнитные свойства. 

1. Введение 

Анизотропная электротехническая сталь (АЭС) состоит из кристаллитов ребровой 

ориентации (110), рассеяние осей легкого намагничивания [001] которых от продольной оси 

ленты не превышает нескольких градусов. Отдельные кристаллы имеют размер порядка  

10 мм, что позволяет с достаточной достоверностью распространить на АЭС многие законо-

мерности поведения доменных структур, установленные при исследовании монокристаллов. 

Основное содержание теоретических, экспериментальных и технологических поисков 

связано с оптимизацией доменной структуры электротехнической стали. При этом решаю-

щее значение принадлежит кристаллографической текстуре и структуре стали, а также осо-

бым свойствам ее поверхности, которая при определенных условиях контролирует состояние 

доменной структуры, а значит, и уровень магнитных свойств. 

Цель работы – анализ физических основ для создания современной электротехниче-

ской стали с низкими удельными потерями и высокой магнитной индукцией на основе 

управления доменной структурой, ее видом и условиями перестройки при различных внеш-

них воздействиях. Это в свою очередь связано с анализом результатов изучения кристалло-

графических и структурных особенностей, а также поверхностных эффектов электротехни-

ческой стали.  

2. Магнитная энергия и доменная структура 

Ферромагнитные материалы обладают атомным магнитным порядком, при котором 

магнитные моменты всех носителей магнетизма в веществе параллельны друг другу [1].  

При нарушении однородности распределения намагниченности в кристалле плотность энер-

гии обменного взаимодействия возрастает на величину 

https://orcid.org/0000-0003-3143-7195
https://orcid.org/0000-0003-3143-7195
https://e.mail.ru/compose?To=pudov@imp.uran.ru
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Еo = А(1)
2 

+ (2)
2 

+ (3)
2
, (1) 

где i – косинусы вектора спонтанной намагниченности sM


: А – постоянная обменного вза-

имодействия, величина которой в сплаве Fe-3 % Si равна ~ 1,5·10
–11

Дж/м
2
 [2]. Из формулы (1) сле-

дует, что Еo не зависит от ориентации sM


в кристалле и равно нулю, когда все векторы 

намагниченности параллельны друг другу. 

Энергия магнитной анизотропии (ЭМА) проявляется в том, что векторы намагничен-

ности в кристалле ориентируются вдоль определенных направлений, называемых осями лег-

кого намагничивания (ОЛН). В общем случае ЭМА зависит от косинусов i вектора намаг-

ниченности sM


и компоненты результирующего тензора внешних i и спонтанных (магни-

тострикционных) 
o
i  упругих деформаций. В отсутствие внешних деформаций плотность 

ЭМА ЕА(i, 
o
i) можно представить в виде 

ЕА = Ек(i) + Еу(
o
i) + Ем(i,

o
i). (2) 

Здесь Ек – плотность энергии магнитной кристаллографической анизотропии без учета 

спонтанных магнитострикционных деформаций, которая устанавливает связь между намаг-

ниченностью и кристаллографическими осями. Для кубического кристалла имеем  

Ек = Кi (1
2
2

2 
+ 2

2
3

2 
+ 1

2
3

2
) + К21

2
2

2
3

2
, (3) 

где Кi и К2  – константы магнитной кристаллографической анизотропии. 

В сплаве Fe-3 % Si при 300 К значение Кi = 3,510
4
 Дж/м

3
, а К2  Кi [3]. 

Поэтому минимум Ек соответствует направлениям 100, которые являются ОЛН  

кубического кристалла. 

Вследствие магнитоупругого взаимодействия кристаллическая решетка ферромагне-

тика испытывает спонтанную магнитострикционную деформацию. Причем, величина магни-

тоупругой энергии Ем(i, 
o
i) почти линейно снижается с увеличением 

o
i . Уменьшению же 

Ем препятствует рост упругой энергии кристалла Еу(
o
i). Если из условия минимума ЕА 

найти все компоненты магнитострикционных деформаций 
o
i , то относительное удлинение 

o кубического кристалла, намагниченного до насыщения вдоль произвольного направления, 

определяемого косинусами i , имеет вид 

o = 3/2100(1
2
1

2 
+ 2

2
2

2 
+ 3

2
3

2 
– 1/3) – 3111(1212 + 2323 + 3131). (4) 

Относительное удлинение зависит от величины и знака констант магнитострикции 

100 и 111. Для сплава Fe-3 % Si при 300 К 100 = 23,710
–6

 и 111 = 4,110
–6

 [1, 4]. При дей-

ствии однородных внешних напряжений i = σγiγ энергия кубического кристалла увеличи-

вается на величину 

Е = 3/2100(1
2
γ1

2 
+ 2

2
γ2

2 
+ 3

2
γ3

2
) + 2111(1γ12γ2 + 2γ33γ2 + 31γ3γ1), (5) 

где γ
1 – направляющие косинусы внешнего напряжения .  

Следует отметить, что константы магнитной анизотропии и магнитострикции, а также 

намагниченность насыщения зависят от содержания кремния и температуры (рис. 1) [1–8].  

В частности, сталь с содержанием кремния  6 % имеет константы магнитострикции 100, 111 

близки к нулю, что существенно влияет на ее магнитные свойства. 
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а б 

Рис. 1. Зависимость магнитных констант и электросопротивления от содержания кремния 

при Т = 300 К (а) и температуры для Fe-3 % Si (б). Одно деление по оси ординат  

соответствует: Bs–0,2 Тл; К1–510
3 

Дж/м
3
; –510

–6
; –10

–7
омм 

Плотность энергии ферромагнетика во внешнем магнитном поле Н


 

Ен  – ( Н


sM


), (6) 

а плотность энергии размагничивающего поля 

Ен  – 1/2( Н


р sM


), (7) 

где Н


р – магнитное поле поверхностных и объемных магнитных зарядов. 

При однородной намагниченности div M


= 0 и размагничивающее поле определяется 

только поверхностными магнитными зарядами с плотностью, равной разности нормальных 

составляющих намагниченности на границе раздела. 

Если ОЛН лежит на плоскости пластины, то на торцевых поверхностях должны воз-

никать магнитные поля рассеяния. Энергия этого поля Ер в пластинчатом кристалле Fe-3 % 

Si оценивается величиной 10
2
–10

4 
Дж/м

3
 [3].  

Именно возможность снижения магнитостатической энергии, например, за счет чередова-

ния магнитных полюсов различных знаков на торцевой поверхности, приводит к разбиению фер-

ромагнетика на домены – области однородной намагниченности насыщения (Мs) [2]. 

В переходной области между доменами намагниченность постепенно изменяет свое 

направление. Для кубических кристаллов с тремя ОЛН типичными являются доменные гра-

ницы (ДГ) Блоха с поворотом намагниченности на 180 или 90. В ДГ Блоха вектор намагни-

ченности поворачивается в плоскости ДГ. Они реализуются в кристаллах Fe-3 % Si толщи-

ной более 0,1 мкм. Эффективная ширина и плотность энергии ДГ, отнесенная к единице ее 

площади, определяется из условия минимума обменной энергии и энергии магнитной анизо-

тропии в переходной области. В кристалле кремнистого железа ДГ имеет эффективную ши-

рину 10
–1

 мкм, плотность энергии γ
г  10

–3
 Дж/м

3
, причем 

г
 для 180 ДГ с нормалью к 

направлению [001] в два раза больше, чем для 90 ДГ [2, 6].   

2.1. Образцы и методы их исследования 

Были исследованы монокристальные пластины АЭС Fe-3 % Si с ребровой (110) [001]  

и кубической (100) [001] кристаллографической ориентацией поверхностей. Размеры пла-
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стин: длина 10–120 мм, толщина 0,01–10 мм. Образцы предварительно подвергали электро-

литическому полированию в растворе хромового ангидрида при 70 °С, плотности тока  

2 А/см
2
 площади поверхности образца и отжигали при температуре 1050 °С – 1 ч в вакууме. 

Магнитную доменную структуру выявляли методами порошковых фигур и магнитооптиче-

ского эффекта Керра. В исследованиях использовали устройство для наблюдения доменов с 

двух противоположных сторон кристалла одновременно [9]. 

Напряженность магнитного поля при намагничивании и перемагничивании образцов 

в различных кристаллографических направлениях в плоскости пластин не превышала  

10
4
 А/м, что обеспечивало перестройку многодоменного состояния размагниченных образ-

цов в однодоменное и обратно. 

Одноосное растяжение образцов создавали механически, а плоскостное –  нанесением 

магнитоактивных (растягивающих металл) электроизоляционных покрытий на основе маг-

ний-фосфатов с малым коэффициентом теплового расширения (~ 4–6·10
–6

 град
–1

), создавав-

ших растягивающие напряжения в сплаве до 10 МРа [10]. 

Линейную магнитострикцию образцов измеряли методом оптического рычага. Удель-

ные магнитные потери лент стали, измеряли в замкнутой магнитной цепи на магнитоизмери-

тельной установке МК-4Э с относительной погрешностью для доверительной вероятности 

0,95 не более  4%. 

2.2. Результаты исследования доменной структуры 

Ориентации поверхностей кристалла относительно ОЛН в значительной степени опреде-

ляют вид доменной структуры (ДС) в кристалле с тремя ОЛН. Простейшая ДС типа А [8]  

наблюдается в пластине, на поверхности (100), на которой лежат две ОЛН – [010] и [001] 

(рис. 2 а).  

 

 

а б 

 

в г 

Рис. 2 Вид ДС на поверхности монокристалла (100) (а), (110) (б, в) и модель ДГ (г). 

Толщина кристаллов: а – 0,20; б – 0,02; в – 0,15 мм 

В основных доменах, разделенных 180 ДГ, которые лежат в плоскости (010), намаг-

ниченность направлена вдоль оси [001]. Магнитный поток основных доменов вблизи торце-

вой поверхности замыкается треугольными призматическими доменами. Замыкающие доме-



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 1, 2020 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

64 

 

 

Dragoshanskii Yu. N., Pudov V. I. Formation of magnetic properties of electrical steel // Diagnostics, Resource and Mechanics 

of materials and structures. – 2020. – Iss. 1. – P. 57–72. – DOI: 10.17804/2410-9908.2020.1.057-072. 

 

ны отделены от основных доменов 90 ДГ по плоскостям (001). Для сплава Fe-3 % Si харак-

терно, что магнитные поля рассеяния полностью или частично компенсируются замыкающей 

ДС. Вследствие большой константы магнитной анизотропии этого сплава магнитостатиче-

ская энергия значительно больше магнитоупругой энергии и энергии ДГ замыкающей ДС. 

Поэтому в кристаллах Fe-3 % Si предпочтительно существование замыкающей ДС. Наличие 

же трех ОЛН способствует формированию разнообразных видов замыкающей ДС [2, 7].  

Равновесное состояние ДС типа А достигается при условии минимума энергии ДГ  γг 

L/D и магнитоупругой энергии  сD, связанной с наличием замыкающих треугольных областей 

D  γгс L, (8) 

где L – длина кристалла; D – ширина основных доменов; с – плотность магнитоупругой 

энергии, которая имеет величину порядка 10
1
–10

2
 Дж/м

3
 [8]. 

Аналогичная ДС наблюдается на поверхности (110), на которой лежит одна ОЛН–[001],  

а две другие составляют угол 45 с поверхностью кристалла (рис. 2 б, в). Основные домены 

также разделены 180 ДГ, которые лежат не в плоскости (010), а проходят под углом 32 к 

нормали поверхности пластины. С утонением кристалла угол наклона ДГ уменьшается, а при 

толщинах менее 0,1 мм ДГ проходит перпендикулярно поверхности кристалла [9]. 

Замыкающие треугольные области представляют скопление доменов с результирую-

щей намагниченностью, направленной навстречу друг другу в соседних комплексах [11].  

В относительно тонких кристаллах (мене 0,1 мм) 90 ДГ в замыкающем треугольнике прохо-

дят по плоскостям типа [001] (рис. 2 б), а в более толстых – по плоскостям типа [211]  

(рис. 2 в). Модель ДС (рис. 2 г) хорошо согласуется с доменной структурой, наблюдаемой на 

трех сопряженных поверхностях кристалла. Зависимость ширины основных доменов также 

подчиняется соотношению (8), в которое входит толщина кристалла, причем с утонением 

кристалла ширина основных доменов уменьшается [11, 13]. 

На рис. 3 показано последовательное изменение вида ДС на поверхности кристалла 

при переходе от плоскости (110) к плоскости (001). Отклонение оси (001) от поверхности 

(110) на угол 1 увеличивает магнитостатическую энергию, которая частично снижается 

за счет уменьшения ширины основных доменов. При 1 по всей поверхности кристалла 

формируется замыкающая каплевидная ДС (рис. 3 б) [14]. В этом случае магнито- 

статическая энергия кристалла снижается как за счет образования замыкающей ДС, так и за 

счет дальнейшего уменьшения ширины основных доменов. На поверхности кристалла за-

мыкающие домены имеют каплевидную форму, намагниченность в которых направлена 

противоположно намагниченности основного домена [7]. Исследование вида замыкающих 

доменов на верхней и нижней поверхностях кристалла позволило сделать вывод о связи 

поверхностных доменов с общим внутренним доменом, намагниченность в котором 

направлена вдоль [100] или [010] [9, 15]. Эта модель подтверждена наблюдением ДС мето-

дом рентгеновской топографии [16]. По мере приближения «капли» к 180 ДГ или к сосед-

ней «капле» уменьшается длина пути, на которой замыкается магнитный поток, и умень-

шается размер каплевидных доменов. Следовательно, размеры замыкающих доменов также 

подчиняются соотношению (8). 

С увеличением угла  до 4 растет плотность замыкающих доменов (рис. 3 в) [17]. 

«Капли» соединяются друг с другом, образуя упорядоченные ряды в виде «гребенок». Боль-

шее увеличение угла  приводит к резкому измельчению поверхностной ДС, которая уже 

слабо отражает характер ДС внутри кристалла (рис. 3 г). На поверхности (111) наблюдается 

мелкая кружевная ДС (рис. 3 д) [7].  

Внутри кристалла сохраняется ДС со 180 ДГ, расположенными в плоскости (100), а 

вблизи поверхности магнитный поток замыкается сложной системой замыкающих доменов с 

90 ДГ [10,13]. 
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Рис. 3. Изменение вида ДС при переходе от плоскости (101) к плоскости (010)  

в монокристалле Fe-3 % i 

Отклонение ОЛН от поверхности (001) приводит к появлению замыкающих доменов в 

виде «елочек» (рис. 3 ж) [2]. При возрастании наклона ОЛН ветви «елочек» становятся тол-

ще и располагаются ближе друг к другу (рис. 3 е), пока не остаются только очертания конеч-

ных частей ветвей. 

Анизотропия формы кристалла характеризует разницу энергий внешнего магнитно-

го поля, необходимого для намагничивания кристалла вдоль различных ОЛН [8]. Анизотро-

пия формы усиливается с уменьшением размера кристалла вдоль одной из ОЛН, поскольку 

при этом возрастает энергия магнитных полей рассеяния при намагничивании кристалла  

до насыщения в этом направлении. Очевидно, что в кристаллической пластине энергетиче-

ское преимущество имеет ОЛН, расположенная в плоскости пластины, которую называют 
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осью легчайшего намагничивания. По этой причине векторы намагниченности sM


основных 

доменов лежат в плоскости пластины и лишь небольшой объем замыкающих доменов имеет 

векторы намагниченности вдоль двух других ОЛН.  

С уменьшением толщины кристалла усиливается анизотропия формы и все больший 

объем доменов ориентируется вдоль оси легчайшего намагничивания. Поэтому с утонением 

кристалла вид замыкающей ДС упрощается. На рис. 4 показана ДС в кристалле с  = 5 при 

различных толщинах [13]. Видно, что наряду с упрощением замыкающей ДС изменяется 

ширина основных доменов, которая растет вдоль до момента распада рядов «капель» на 

отдельные домены при  = 0,05 мм. При дальнейшем утонении кристалла резко снижается 

площадь, занимаемая «каплями», в результате чего проявляется магнитостатическое 

взаимодействие между основными доменами, которое приводит к снижению D. 

В кристалле с ДС типа А, помещенном в магнитное поле в соответствии с формулой (6) 

минимум энергии имеют домены с sM


Н


, и именно эти домены увеличивают свои разме-

ры. Полевую зависимость магнитной индукции кристалла В = В(Н) описывает кривая намаг-

ничивания. В образце замкнутой формы с направлением магнитного поля вдоль [001] уже 

при Н10 А/м достигается индукция насыщения Bs [8]. Величина этого поля соответствует 

коэрцитивной силе образца (Нс), которая определяет магнитное поле задержки смещения 

180 ДГ, вызванной локальными неоднородностями материала [1]. Задержка смещения ДГ 

приводит к гистерезису перемагничивания кристалла. На петле гистерезиса состояние В = 0 

достигается в магнитном поле, также соответствующем Нс. 

 

 

а  в 

Рис. 4. Вид ДС монокристалла на верхней (а) и нижней (б) поверхностях при  = 5  

и плавном уменьшении толщины от 40 (в верху) до 5 мкм (внизу) 

На схемах представлен объемный вид каплевидных замыкающих комплексов. 

В кристалле с поверхностью (110) при направлении магнитного поля вдоль [001]  

и 0 намагничивание в слабых полях также происходит путем смещения 180 ДГ. Увеличи-

вается площадь поверхности тех основных полосовых доменов, намагниченность которых 

близка к направлению магнитного поля за счет уменьшения смежных доменов «обратной» 

намагниченности. При этом в сужающемся основном домене размеры «капель» уменьшают-

ся. В то же время экспансия растущего домена приводит к росту замыкающих каплевидных 

доменов в нем, а также и к формированию новых каплевидных доменов. Они принимают  
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на себя возрастающий магнитный поток на новых территориях растущего основного домена, 

снижая магнитостатическую энергию кристалла.  

Имея направление намагниченности, обратное относительно направления намагни-

ченности растущего основного домена, каждые из новых замыкающих доменов создают при 

своем возникновении обратные скачки намагниченности (обратные скачки Баркгаузена), 

природа которых до сих пор оставалась неизвестной. Аналогично, обратные скачки намаг-

ниченности создает и исчезновение намагниченных вдоль магнитного поля каплевидных за-

мыкающих доменов в сужающемся основном домене при приближении к ним движущейся 

180 границы. Обратные скачки намагниченности понижают индукцию кристалла в целом. 

Поэтому повышение степени совершенства кристаллографической текстуры, приводящее к 

уменьшению объема обратно намагниченных замыкающих областей, обеспечивает рост маг-

нитной индукции сплава, например В800 (индукция в поле 800 А/м), с обычной величины 

~1,82 Тл в высших марках стали до 1,92–1,96 Тл [18] и более крутой подъем кривой намаг-

ничивания (рис. 5). 

 

 

Рис. 5. Кривые намагничивания монокристалла с поверхностью (110) под углом   

к направлению [001]: 1 – 0; 2 – 25; 3 – 55 

После того как заканчивается смещение 180 ДГ, что соответствует перегибу на кри-

вой намагничивания, все «капли» имеют практически одинаковый размер. Дальнейшее уве-

личение магнитного поля приводит к уменьшению объема внутреннего домена в этих замы-

кающих комплексах до тех пор, пока не останутся только их поверхностные части. В силь-

ном магнитном поле, при котором вектор намагниченности ( sM


) существенно отклоняется 

от ОЛН к направлению Н


, исчезает также поверхностная ДС. В кристалле Fe-3 % Si откло-

нение sM


от ОЛН происходит в магнитном поле более 10
4
 А/м. Такие поля соответствуют 

области приближения к насыщению. 

При уменьшении магнитного поля от состояния насыщения формируются зародыши 

перемагничивания в участках с наибольшей мгнитостатической энергией, т. е. на границе 

кристалла (а в поликристаллах еще и на межзеренных границах) [19]. Причем этим зароды-

шем в кристалле с тремя ОЛН является фаза с намагниченностью, перпендикулярной 

направлению магнитного поля [20]. Вследствие того, что в момент образования доменов с 

намагниченностью вдоль поперечных ОЛН величина Н еще достаточно велика и появление 

доменов с sM


против поля энергетически не оправдано, часть магнитного потока попереч-

ных доменов остается незамкнутой. И только в более слабых полях в этих участках появля-

ются области с sM


против магнитного поля, которые при дальнейшем снижении величины Н 

вырастают в домены со 180 ДГ. Появление ДС типа А приводит к уменьшению объема до-
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менов с намагниченностью вдоль поперечных ОЛН, которые сохраняются только вблизи 

торцов пластины для замыкания магнитного потока основных доменов.  

Вследствие кристаллографической анизотропии намагничивание кристаллов в плос-

кости (110) под углом  к оси 001 затрудняется (рис. 5) [8]. 

Смещение 180 ДГ происходит лишь на начальном участке кривой намагничивания  

и только при небольших углах  [20]. Поведение ДС при намагничивании кристалла с по-

верхностью (110) под углом  = 25 представлено на рис. 6. В размагниченном состоянии 

магнитный поток основных доменов на границе кристалла замыкается с помощью замыкаю-

щих треугольных комплексов КЛМ, МНО, ОПР (рис. 6 а). В магнитном поле замыкающие 

комплексы с результирующей намагниченностью sM


Н


 постепенно уменьшаются в раз-

мере за счет роста соседних комплексов. Этот процесс соответствует участку 0А на кривой 

намагничивания (рис. 5). 

После полного исчезновения замыкающих комплексов с намагниченностью sM


Н


(рис. 6 б) новая ДС типа С легко распространяется по объему кристалла (рис. 6 в–е). Рост но-

вой ДС происходит путем продвижения фронта КЛМНОПР. При этом замыкающие призмы 

в соседних треугольных областях 1 и 2, 3 и 4, 5 и 6 соединяются друг с другом. Продвижение 

фронта новой ДС соответствует участку максимальной проницаемости АБ на кривой намаг-

ничивания (рис. 5). Высокая магнитная проницаемость обусловлена тем, что в процессе 

намагничивания не участвуют замыкающие домены вблизи края кристалла, которые сохра-

няют магнитостатическую энергию на минимальном уровне. В ДС типа С намагниченность 

доменов внутри кристалла совпадает с направлениями [100] и [010], а на поверхности 

наблюдается чередование полос с намагниченностью вдоль [001] и [00Ī] [20].  

 

 

а б в 

 

г д е 

Рис. 6. Вид ДС на поверхности монокристалла (110) при намагничивании под углом  = 25°. 

ДС в состояниях а–д соответствует точкам кривой намагничивания О, А, Б на рис. 5 

При индукции В = 1,0–1,2 Тл, зависящей от толщины кристалла, кристалл полностью 

заполнен новой ДС типа С и процесс намагничивания снова затрудняется. Увеличение маг-

нитной индукции происходит только за счет уменьшения объема поверхностных замыкаю-

щих призм, что приводит к измельчению ДС, и за счет последующего поворота вектора 

намагниченности sM


 к направлению магнитного поля. 
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Такой характер перемагничивания кристалла под углом  к направлению [001] приводит  

к смещению верхней части петли гистерезиса в сторону больших полей и резкому уменьшению 

величины остаточной индукции Вч [8]. Результирующий вектор намагниченности кристалла  

с увеличением магнитного поля постепенно отклоняется от направления [001] к направлению Н


, 

а при >55° – сначала к направлению [100] ближайшему к полю, а затем снова к Н


. 

В соответствии с формулой (4) перераспределение доменов между тремя ОЛН вызы-

вает деформацию кристалла. Если намагниченность в кристалле ориентирована только вдоль 

ОЛН, то формулу (4) можно записать в виде [1, 4]: 

 = 3/2100( )
3

1
n

2
i

3

1i

i 


, (9) 

где ni – относительный объем кристалла, занимаемый доменами с sM


вдоль соответствую-

щей ОЛН. Если n3 = 1, то 1 = 100. В магнитном поле после образования доменов с sM


вдоль 

поперечной оси [100] магнитострикция имеет величину 2 = 100–3/2100·n1, т.е. относитель-

ное изменение длины кристалла вдоль оси легчайшего намагничивания [001] составляет  

2–1 = –3/2100·n1. Следовательно, образование ДС типа С в магнитном поле соответствует 

значению продольной магнитострикции, причем  тем меньше, чем больше величина n1 . 

Если в исходном состоянии без магнитного поля n3<1, т. е. существуют домены с 

намагниченностью вдоль [100] и [010] (например каплевидные домены), то магнитострикция 

вдоль направления [001] составляет 1 = 3/2100(n3–1/3). После намагничивания до насыще-

ния 2=100. Тогда магнитострикция насыщения s = 3/2100(1–n3). Следовательно, s = 0, если 

намагничивание осуществляется только смещением 180 ДГ. Положительная величина s тем 

выше, чем больше в исходном состоянии при Н = 0 объем доменов с намагниченностью 

вдоль поперечных ОЛН [21]. Проведенные исследования по созданию сжимающих напряже-

ний σ~8 Н/мм
2
 показало возможность получения подобной доменной структуры в магнито-

анизотропных лентах сплавов на основе железа, легированных алюминием или кремнием  

(например, за счет прокатки ленты, облучения ее поверхности потоком ускоренных ионов, 

насыщения соответствующими химическими элементами, или нанесением сжимающего по-

крытия). Это позволило в недорогих, бескобальтовых и безникелевых сплавах на основе же-

леза получить значительную величину продольной магнитострикции насыщения ~  

(60–75)·10
–6

 и изготовить из них мощные эффективные магнитострикционные преобразова-

тели с амплитудой механических колебаний 30–40 мкм [22, 23]. 

Приложение растягивающих напряжений  изменяет соотношение между магни-

тоупругой энергией и энергией кристаллографической анизотропии кристалла. При неболь-

ших значениях <10
2
 МПа, когда намагниченность sM


в доменах ориентирована вдоль ОЛН, 

напряжение выделяет одну из осей в качестве легчайшей [23]. 

Одноосное растяжение в плоскости пластины (110), приложенное под углом 055 

к оси [001], в качестве легчайшей выделяет ось [001]. Если в исходном состоянии кристалл 

имел ДС типа А, упругое растяжение стабилизирует эту ДС (рис. 7 а) [24]. При этом ширина 

основных доменов уменьшается (рис. 7 б, в) [25]. Увеличение магнитоупругой энергии за-

мыкающих треугольников под действием  компенсируется уменьшением их размеров,  

а следовательно, и шириной основных доменов D [25]. Уменьшение ширины доменов приво-

дит к меньшим скоростям движения доменных границ при перемагничивании, вызывая сни-

жение магнитных потерь на вихревые токи [26]. Отметим, что стабильная ориентация 180 

ДГ под влиянием упругого растяжения смещается в сторону нормали к плоскости пластины. 

Упругое растяжение вдоль оси [001] уничтожает замыкающие каплевидные доменные 

комплексы, намагниченность которых неблагоприятно ориентированные относительно , 

вследствие чего ширина основных доменов снижается еще более значительно (рис. 7 г–е). 

Исчезновение «капель» начинается с уменьшения объема внутреннего домена, ориентиро-
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ванного вдоль оси [100] или [010]. После этого остаются только поверхностные веретенооб-

разные домены, которые исчезают при дальнейшем увеличении  [7, 25]. 

 

 

а б в  

 

г д е  

 

ж з и  

Рис. 7. Изменение ДС на поверхности монокристалла (110) ( = 0 для а–в, к–и;  

 = 2 для г–е) под действием упругого растяжения (а–е) и сжатия (ж–и) вдоль оси [001].  

Величина напряжения : а, г, ж – 0; б, д, з – 5; в, е, и –10 МПа 

При действии  под углом 5590 растяжение в качестве оси легчайшего намагни-

чивания выделяет оси [100] или [010] и стабилизирует ДС типа В (рис. 7 и). В ДС типа В 

внутренние домены намагничены вдоль оси [100] или [010], а магнитный поток замыкается 

призматическими поверхностными доменами с sM


вдоль оси [001], вытянутыми вдоль 

направления [011] [10]. Напряжение, действующее вдоль оси [111] (угол 55), не влияет на 

энергию доменов с намагниченностью sM


вдоль ОЛН, поэтому ДС и магнитные свойства 

сплава Fe-3%Si не изменяются. 

Если упругое растяжение и магнитное поле действуют вдоль одной оси при 55,  

то задерживается формирование ДС типа С. При 55 под действием  образуется ДС типа 

В, которая существенно облегчает условия перемагничивания кристалла. 

Между индукцией и магнитострикцией существует однозначная связь, которая выте-

кает из дифференциального соотношения для термодинамического потенциала [1]. 













Н = 4 












.  (10) 

Из него следует, что под действием растяжения 0 в области магнитных полей, где 

()0, магнитная индукция будет уменьшаться. 

При производстве лент АЭС растягивающие напряжения создают нанесением магни-

тоактивного (растягивающего металла) электроизоляционного покрытия. Плоскостное рас-

тяжение покрытия в образцах стали с ребровой текстурой имеет преобладающую компонен-

ту вдоль оси текстуры [7]. Это обеспечивает значительное сужение основных полосовых 

180° доменов и уменьшение магнитных потерь на 5–12 % в зависимости от степени совер-

шенства текстуры и толщины ленты сплава [27]. 
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3. Заключение 

Анализ влияния кристаллоструктурного и текстурного состояния на доменную струк-

туру трехосных ферромагнетиков, проведенный на примере железокремнистых сплавов,  

открывает пути совершенствования их магнитных свойств. Установлено, что оптимизация 

вида, размеров, распределения доменов и подвижности их междоменных границ в сплаве  

Fe-3 % Si приводит к уменьшению удельных магнитных потерь Р1,7/50 на 10–20 % и увеличе-

нию магнитной индукции В800 на 8–10 %, по сравнению с характеристиками высших марок 

АЭС, производимой обычным методом двухстадийной деформации с промежуточным отжи-

гом. Дальнейшие улучшения магнитных свойств электротехнической стали связаны с совер-

шенствованием магнитоактивных покрытий, оптимизацией термомагнитной, лазерной,  

и других видов обработки [28–31].    
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