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Comprehensive studies of the chemical composition, microstructure, and thickness  

of a combined multilayer coating on a heat-resistant nickel alloy are presented. The distribution pat-

tern of chemical elements over the coating thickness for all the layers, namely the inner aluminosili-

cated layer, the plasma sublayer, and the outer heat-insulating layer, has been established. Surface 

roughness was determined at all the stages of coating application and after testing. 

The results of comparative tests of corrosion-erosion resistance and resistance to burn-

through of a diffusion aluminosilicide coating, a two-layer heat-insulating coating, and a combined 

multilayer coating are presented. High heat-shielding properties of a combined multilayer coating 

on a heat-resistant nickel alloy have been discovered. 
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Представлены комплексные исследования химического состава, микроструктуры и 

толщины комбинированного многослойного покрытия на жаропрочном никелевом сплаве.  

Установлен характер распределения химических элементов по толщине покрытия, всех 

слоев: внутреннего алюмосилицированного слоя, плазменного подслоя и внешнего теп-

лоизоляционного. Определена шероховатость поверхности на всех стадиях нанесения по-

крытия и после испытаний.  

Приведены результаты сравнительных испытаний эрозионной стойкости диффузион-

ного алюмосилицидного покрытия, двухслойного теплоизоляционного покрытия и комбини-

рованного многослойного покрытия. Установлены высокие теплозащитные свойства комби-

нированного многослойного покрытия на жаропрочном никелевом сплаве. 

Ключевые слова: сталь, покрытие, микроструктура, шероховатость, микротвердость, эрозион- 

ная стойкость. 

1. Введение 

Постоянное повышение температуры газового потока на входе в газовые турбины явля-

ется основной тенденцией развития современного газотурбостроения. Это неизбежно приводит 

к увеличению уровня термических напряжений ответственных элементов конструкций в усло-

виях жесткого температурно-силового напряжения и тем самым оказывает негативное влияние 

на надежность и ресурс газотурбинной установки (ГТУ) в целом. Стремление повышать КПД 

силовых и маршевых энергетических установок привело к значительному возрастанию темпера-

туры продуктов сгорания топлива перед турбиной, что составляет от 1000 до 1315 °С, при этом 

скорость потока горячих газов достигла значения примерно 300 м/сек. [1]. Все это определило 

возникновение ряда проблем, образовавшихся в процессе совершенствования современных 

ГТУ, среди которых приоритетным направлением считается обеспечение требуемой надежности 

и долговечности.  

Рабочие и сопловые лопатки ГТУ работают в максимально сложных условиях воздей-

ствия. Это, главным образом, циклически-меняющиеся рабочие температуры и напряжения, 

вызывающие термомеханическую усталость и коррозионно-эрозионные разрушения поверх-

ностного слоя скоростным газовым потоком. Для повышения надежности газовых турбин 

http://orcid.org/0000-0001-8015-8120
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все более широко применяют новые жаропрочные сплавы. В них за счет применения каче-

ственно новых технологий направленной кристаллизации, оптимально подобранных систем 

легирования и последующей термической обработки удается решить проблему увеличения 

сопротивляемости деформациям и разрушению лопаток при действии высоких температур  

и напряжений. Актуальным остается применение термобарьерных защитных покрытий для 

надежной защиты от разрушения контактных поверхностей под действием газовой коррозии 

и эрозии. 

Основными направлениями создания новых высокотемпературных покрытий прежде 

всего являются оптимизация химического состава новых композиций [2–4], а также разра-

ботка новых технологических процессов [5–7], основанных на использовании принципиаль-

но новых физических эффектов при создании многослойных комбинированных покрытий 

[8–10] и специальных технологий их последующей финишной обработки [11–13]. В основ-

ном используют жаростойкие покрытия системы Me-Cr-Al, где в качестве Me используют Fe, 

Ni и Co, а для газово-турбинных двигателей (ГТД) применяют систему Ni-Cr-Al [14].  

Несмотря на высокую жаростойкость сплавов системы Ni-Cr-Al этого оказалось недостаточ-

но для турбинных лопаток. В настоящее время требуются покрытия, которые способны дли-

тельно работать при температуре металла до 1300 °С под нагрузкой, обеспечивая надежную 

теплозащиту. Наиболее приемлемым для этих целей можно считать разработку и примене-

ние термобарьерных металлических и металлокерамических многослойных защитных по-

крытий [15–17]. 

В настоящее время накоплены обширные литературные данные по использованию 

многослойных покрытий на основе интерметаллидов NiAl и CoAl, это позволяет сформули-

ровать общие закономерности их повреждений и определить возможные пути повышения 

долговечности. Но несмотря на многолетний опыт эксплуатации выбор защитного термоба-

рьерного покрытия для турбинных лопаток конкретных ГТД весьма затруднен и должен 

быть индивидуальным для каждого двигателя [18]. Кроме того, необходимо учитывать, что 

современную систему защиты с заданным ресурсом в условиях совместного коррозионно-

эрозионного воздействия скоростного потока газообразных продуктов сгорания топлива на 

контактную поверхность лопаточного аппарата турбины возможно получить только с ис-

пользованием комбинаций разных технологий, в частности термодиффузионной и плазмен-

ной, которые дополняют друг друга в качестве самостоятельных элементов защиты. 

С учетом сказанного для защиты соплового аппарата маршевого реактивного га-

зотурбинного двигателя было разработано комбинированное теплозащитное трехслойное 

покрытие [19]. Покрытие состоит из трех последовательно нанесенных слоев с использова-

нием различных технологий и специально разработанных порошковых смесей. Первый 

термодиффузионный алюмосилицированный слой (ДП) должен обеспечивать высокую жа-

ро- и коррозионную стойкость и диффузионную стабильность всего покрытия в целом. 

Второй плазменный слой Ni-Cr-Al-Y (ПМ) является функциональным подслоем, который 

обладает достаточно высокой термостойкостью и обеспечивает хорошую адгезию керами-

ческого внешнего слоя с контактной поверхностью. Внешний третий керамический слой на 

основе оксидов ZrO2 + Y2O3 (ПК) исполняет роль теплозащитного покрытия, т. е. снижает 

температуру поверхности сплава лопатки, в то же время на должном уровне, сопротивляясь 

эрозионному воздействию запыленного скоростного потока газообразных продуктов сго-

рания топлива.  

Ранее выполненные исследования стойкости покрытия к высокотемпературному 

окислению (ВТО) и высокотемпературной коррозии (ВТК) [2, 14] показали, что только по-

следовательно сформированное трехслойное покрытие регламентированного состава и тол-

щины позволило получить градиентную комбинированную композицию, которая обладает 

высокими защитными свойствами, особенно ярко проявляющимися в условиях коррозионно-

го воздействия сульфата и хлорида натрия. 
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Оценивая надежность и ресурс работы защитной композиции, необходимо учитывать, 

что сопловые и рабочие лопатки ГТД эксплуатируются в сложных условиях, когда окисле-

ние и коррозия поверхностных слоев контактных поверхностей подобных рабочих элементов 

турбины сопровождается интенсивным эрозионным воздействием скоростного газового по-

тока продуктов сгорания жидкого, газообразного либо твердого порошкового топлива  

[10, 13]. Эрозионное питтинговое разрушение тонкого поверхностного слоя лопаток, особен-

но на входных кромках может значительно ускорять процессы окисления, вызывая растрес-

кивание и осыпание окалины и тем самым провоцируя ускорение разрушения [21]. В связи  

с этим важным является проведение испытаний эрозионной стойкости защитных покрытий. 

Цель данной работы заключалась в сравнительном анализе эрозионной стойкости  

и характера повреждений каждого из последовательно нанесенных слоев комбинированного 

трехслойного покрытия. 

2. Материалы и методы исследования 

2.1. Методы нанесения покрытий 

Покрытия были нанесены на жаропрочный никелевый сплав марки ЭП975 ИД 

(ЖС6УД-ИД), который используется для изготовления дисков и лопаточного аппарата га-

зотурбинных двигателей.  

Химический состав сплава ЭП975 ИД, мас. %: 

С Cr Co W Al Ti Nb 

0,1–0,16 7,5–9 14,1–17,0 9,5–11,0 4,5–5,1 2,0–2,7 1,0–2,0 

Fe Mo Ce Si S P Ni 

до 1 0,8–1,5 до 0,03 до 0,4 до 0,01 до 0,015 Остал. 

 

Покрытия были получены последовательным нанесением: первый слой – термодиф-

фузионное покрытие Al-Si-РЗМ, второй – плазменный слой Ni-Cr-Al-Y и третий – внешний 

керамический слой ZrO2+Y2O3. Термодиффузионное покрытие Al-Si-РЗМ наносили в по-

рошковой смеси следующего состава: 98 мас. % порошка сплава 49Fe-28Al-17Si-6РЗМ  

и 2 мас. % активатора AlF3 при температуре 950 °C в течение 6 ч в герметичном контейнере  

с плавким затвором. Для придания необходимой шероховатости и очистки поверхности от 

пленок окислов перед нанесением второго слоя проводили подготовку поверхности образцов 

и лопаток. Поверхность обрабатывали путем обдува электрокорундом плавленым белым, 

размер частиц 315–500 мкм. После струйно-абразивной обработки образцы и лопатки обду-

вали сухим сжатым воздухом для удаления дисперсных частиц абразива. 

Второй и третий слой наносили с помощью плазменного порошкового напыления в ка-

мере низкого давления на установке 15-ВБ-01 по режиму: I = 200A, L = 110 мм; QAr = 0,6 л/с; 

QN2 = 0,3 л/с; QTp = 0,15 л/с. По данному режиму в подслое обеспечивается минимум пористости – 

4–5 % и максимальное значение прочности сцепления с алюмосилицированным слоем (не ниже 

30 МПа) и с керамическим слоем ZrO2 + 8 %Y2O3 (не ниже 10 МПа). Плазменный металлический 

подслой наносили с использованием гранулированного порошка Ni-22Cr-16Al-1Y, получаемого 

по специально разработанной технологии [20]. Для плазменного напыления теплозащитного 

слоя использовали порошок ЦИ-8 (ZrO2 + 8 %Y2O3). Перед напылением порошок ЦИ-8 клас-

сифицировали на ситах с выделением фракции 40–100 мкм и прокаливали в муфельной печи 

при температуре 800 °C в течение 3 ч. 

2.2. Методы исследования структуры и состояния поверхности 

Микроструктуру и микрорентгеноспектральный анализ распределения элементов в 

покрытиях выполняли на сканирующем электронном микроскопе ТESCAN VEGA II  XMU 
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при увеличениях до 2 тыс. с помощью системы энергодисперсионного (ЭДС) микроана-

лиза INCA ENERGY 450 с ADD детектором с программным обеспечением INCA. На этом 

же микроскопе оценивали состояние поверхности образцов с покрытиями после испыта-

ний на прожиг. Шероховатость поверхности образцов с покрытиями и после их испыта-

ний на прожиг оценивали с помощью трехмерно отображающего анализатора поверхно-

сти Wyko NT-1100 – оптического интерферометрического профилометра с программным 

комплексом Veеco. Микротвердость измеряли на приборе LEICA VMНT AUTO при 

нагрузке 50 г по требованиям ГОСТ 2999–75, ГОСТ 9450–76 и ГОСТ Р ИСО 6507-1–2007. 

На этом же приборе с помощью программного обеспечения Mаterials Workstation опреде-

ляли пористость покрытия методом количественной металлографии на нетравленых по-

верхностях шлифов. 

Все исследования проведены на оборудовании Центра коллективного пользования 

Института машиноведения УрО РАН. 

2.3. Методы исследования эрозионной стойкости 

Испытания эрозионной стойкости образцов с покрытиями проведены в условиях воз-

действия высокотемпературного газового потока на аэродинамическом стенде с разогревом 

газа в ВЧД-плазматроне кафедры экспериментальной физики Физико-технологического  

института УрФУ. Схема установки представлена на рис. 1. 

 

 

Рис. 1. Схема установки аэродинамического стенда с разогревом газа в ВЧД-плазмотроне 

Параметры газовой струи приведены в табл. 1. Образцы устанавливали на оси потока 

под углом к оси, что повышало качество визирования поверхности образца оптическим реги-

стратором. Расстояние от среза сопла устанавливали на основании тарировочных данных и 

определяли необходимым значением температуры на поверхности образца при испытании. 

Регулировку температуры проводили как изменением расстояния от среза сопла, так и до-

полнительной подачей холодного газа через дренажные отверстия в камере смешивания пе-

ред соплом. 

Таблица 1 – Основные параметры газовой струи 

1 Газовая среда Воздух 

2 Давление в камере плазмотрона До 0,5 атм 

3 Температура газа в струе плазмы 2000–2500 С 

4 Скорость струи на срезе сопла 700±100 м/с 

5 Диаметр струи 8 мм 
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В процессе испытания на стенде фиксировалось время, когда происходило образование 

первых капель расплавленного металла или продуктов эрозионного разрушения на исследуе-

мой поверхности. В этом случае образец сразу же выводили из зоны нагрева высокотемпера-

турной струи и после охлаждения с использованием различных металлофизических методов 

анализировали состояние торцевой поверхности в зоне нагрева. 

 

 

Рис. 2. Внешний вид образцов перед испытаниями на высокотемпературном  

аэродинамическом стенде: а – ДП+ПМ+ПК; б – ДП+ПМ; в – ДП; г – сплав без покрытия 

На расстоянии 1 см от исследуемой торцевой поверхности выполнен технологический 

надрез. Это позволяет сконцентрировать тепловую энергию, передаваемую от высокотемпе-

ратурного газового потока в исследуемом объеме металла и значительно уменьшить потери 

за счет теплопроводности. В результате организуется высокоскоростной ударный режим 

нагрева, в определенной степени имитирующий запуск газотурбинного двигателя. 

3. Результаты исследования и обсуждения 

Микроструктура и характер распределения химических элементов по слоям комбини-

рованного многослойного покрытия на лопатке газотурбинного двигателя представлена на 

рис. 3. После термодиффузионного алюмосилицирования на поверхности образцов из нике-

левого сплава сформировалось покрытие толщиной 50 мкм, состоящее из алюминидов NiAl 

микротвердостью 900 HV 0,05. Шероховатость поверхности Ra составила 9 мкм (рис. 4 а  

и табл. 3). Алюмосилицированное покрытие обеспечивает защиту от высокотемпературного 

окисления и коррозии. 

Второй напыленный металлический подслой толщиной 100–120 мкм. Микротвердость 

порядка 600 HV 0,05. Подслой состоит из алюминидов NiAl и твердого раствора на основе Ni. 

Шероховатость поверхности составила 6 мкм (рис. 4 б и табл. 3). Подслой обеспечивает 

плавный переход от металлического покрытия к керамическому. 

Внешний керамический слой, обеспечивающий защиту поверхности изделии от воз-

действия высоких температур, состоит из оксида циркония ZrO2 и оксида иттрия Y2O3. Тол-

щина покрытия составила около 70 мкм. Шероховатость поверхности керамического слоя 

составила Ra = 2,47 мкм (рис. 4 в и табл. 3). 

Общая толщина покрытия составила 0,17–0,27 мм. При этом толщина образцов уве-

личилась на 0,15–0,2 мм, поскольку первый алюмосилицированный слой не увеличивает 

толщину лопаток. После диффузионного алюмосилицирования изменяется химический и фа-

зовый состав их поверхностного слоя, а алюмосилицидное покрытие формируется внутри 

материала лопаток, не приводя к увеличению их размеров. 
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а 

 

б 

 

в 

Рис. 3. Микроструктура (а) и распределение элементов (б, в)  

в комбинированном многослойномпокрытии на лопатке газотурбинного двигателя  

из никелевого сплава ЭП975ИД 

В исходном состоянии на границе 1 и 2-го слоев отмечалась небольшая пористость. 

При количественном микрорентгеноспектральном анализе в точке обнаружено, что поры 

на границе диффузионного и плазменного металлических слоев заполнены окислами, глав-

ным образом хрома, причем в порах содержится до 60 мас. % хрома, около 5 мас. % алю-

миния и 1 мас. % иттрия. 

При исследовании поверхности образцов после нанесения каждого слоя покрытия 

максимальная шероховатость поверхности зафиксирована для первого алюмосилициро-

ванного слоя (рис. 4 а и табл. 2). После термодиффузионного алюмосилицирования ше-
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роховатость поверхности образцов осталась на исходном уровне. Плазменное напыле-

ние 2-го слоя привело к небольшому снижению шероховатости (рис. 4 б и табл. 2). Ве-

роятно, это обусловлено механизмом формирования металлического подслоя. В плаз-

менной струе гранулы напыляемого порошка Ni-22Cr-16Al-1Y находятся в пластичном 

состоянии размягченного металла, близкого расплаву. Эти частицы летят к поверхности 

образцов с большой скоростью. Ударяя о поверхность образца, они пластически дефор-

мируются, приобретая форму, близкую пластине. Температура частиц практически со-

ответствует температуре плавления, поэтому происходит диффузионное взаимодействие 

частиц с поверхностью жаропрочного никелевого сплава, что обеспечивает адгезионное 

сцепление слоев. Таким образом, после напыления второго слоя исходная шерохова-

тость поверхности образцов залечивается, а шероховатость 2-го слоя определяется раз-

мером и формой осевших деформированных частиц Ni-22Cr-16Al-1Y. После напыления 

керамического слоя шероховатость поверхности еще уменьшилась. В отличие от частиц 

металлического порошка Ni-22Cr-16Al-1Y напыляемые частицы ZrO2+Y2O3 не дефор-

мируются в струе плазмы. Ударяясь о поверхность образцов с высокой кинетической 

энергией, керамические частицы проникают в слой Ni-Cr-Al-Y, обеспечивая хорошее 

адзгезионное сцепление. Шероховатость поверхности после нанесения керамического 

слоя минимальна (рис. 4 в и табл. 2) 

 

 

а б 

 

в 

Рис. 4. Профиль поверхности образцов в исходном состоянии:   

а – ДП; б – ДП+ПМ; в – ДП+ПМ+ПК 
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Таблица 2 – Результаты исследования шероховатости поверхностив исходном состоянии 

Образец 
Средняя шероховатость 

Ra, мкм 

Средняя квадратичная 

шероховатость Rq, мкм 

Максимальная высота 

поверхности Rt, мкм 

ДП 9,02 11,29 95,54 

ДП+ПМ 6,32 7,74 42,45 

ДП+ПМ+ПК 2,45 3,36 38,07 

 

Для повышения адгезии всех трех слоев комбинированного покрытия был проведен 

дополнительный отжиг в вакууме при температуре Т = 1050 °С в течение 2 ч. В результате 

тепловой выдержки произошло выравнивание химического состава во всех слоях покрытия, 

в частности уменьшилось различие содержания алюминия в диффузионном и плазменном 

металлических слоях. Кроме того, на границе между этими слоями поры практически полно-

стью исчезли, а там, где они сохранились, в них увеличилось количественное содержание 

алюминия и иттрия, что свидетельствует об образовании оксида Al2О3, модифицированного 

иттрием, с высокими защитными свойствами. 

С целью сравнительного анализа высокотемпературных защитных свойств каждого 

слоя были проведены испытания на прожиг трех типов покрытий, параметры которых в ис-

ходном состоянии приведены в табл. 3. Каждое из нанесенных на образцы покрытий отража-

ет одно (ДП), двух (ДП+ПМ) и трехслойное (ДП+ПМ+ПК) состояние исследуемого много-

слойного комбинированного покрытия. 

Таблица 3. Параметры исследуемых защитных покрытий в исходном состоянии 

Тип  

покрытия 
Вид слоя 

Толщина 

слоя, 

мкм 

Содержание элементов, мас. % 

Cr Al Ni Si Zr Y 

ДП Al-Si-РЗМ 40–55 6–8 26–30 47–52 1–2 – – 

ДП+ПМ 

Al-Si-РЗМ 40–55 6–8 26–28 47–52 1–2 – – 

Ni-Cr-Al-Y 110–120 
γ: 29–31 

β: 9–11 

γ: 4–6 

β: 18–20 

γ: 63–65 

β: 70–72 
– – – 

ДП+ПМ+ПК 

Al-Si-РЗМ 40–55 6–8 26–30 47–52 1–2 – – 

Ni-Cr-Al-Y 110–120 
γ: 29–31 

β: 9–11 

γ: 4–6 

β: 18–20 

γ: 63–65 

β: 70–72 
– – <1 

ZrO2+8Y2O3 50 – – – – 65–70 6–7 

 

 

Рис. 5. Образцы после испытания на высокотемпературном аэродинамическом стенде:  

а – ДП+ПМ+ПК; б – ДП+ПМ; в – ДП; г – сплав без покрытия 
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а б 

  

в г 

Рис. 6. Рельеф поверхности образцов после испытаний на прожиг:  

а – без покрытия; б – ДП; в – ДП + ПМ; г – ДП + ПМ + КП 

После испытания на аэродинамическом стенде уже при визуальном осмотре (рис. 5) 

видно, что только образец с комбинированным трехслойным покрытием (ДП+ПМ+ПК) сохра-

нил свой первоначальный вид и практически не подвергся разрушению (рис. 5 а). Поскольку 

поток разогретого плазмотроном газа попадает на поверхность образцов под углом, происхо-

дит частичное расплавление поверхностного слоя, который выдувается на боковые поверхно-

сти, образовывая натек в виде грата (рис. 6). При анализе торцевых поверхностей образцов по-

сле испытаний на высокотемпературном аэродинамическом стенде с использованием растро-

вого электронного микроскопа было обнаружено, что, как и ожидалось, максимальные разру-

шения претерпел образец без покрытия (рис. 6 а). Кроме эрозионного повреждения зафикси-

ровано развитие окислительных процессов. Образовавшиеся оксиды NiO, Cr2O3и шпинели 

NiAl2O4, NiСr2O4 проникают по границам γ-зерен вглубь никелевого сплава (рис. 7 а). Образец 

после термодиффузионного алюмосилицирования (ДП) сохранился лучше, часть покрытия 

провзаимодействовала с кислородом воздуха с образованием окисла Al2O3, других оксидов на 
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поверхности не обнаружено. Металл основы под покрытием оплавился (рис. 6 б и 7 б). Обра-

зец с двухслойным покрытием после термодиффузионного алюмосилицирования и последу-

ющего напыления металлического подслоя (ДП+ПМ) окислился с образованием оксидов  

Al, Cr и Ni, причем на части поверхности образовались эвтектики (рис. 6 в и 7 в). Образец с 

трехслойным комбинированным покрытием сохранился лучше всех, на торцевой поверхности 

практически везде обнаруживается только слой керамики с единичными локальными участка-

ми оксидов никеля, алюминия и хрома (рис. 6 г и 7 г).Трехслойное покрытие (ДП+ПМ+ПК) 

выдержало максимальную температуру 1300 °С при наибольшем времени воздействия газово-

го потока (рис. 8). 

 

  

а б 

в г 

в г 

Рис. 7. Микроструктура поверхности после воздействия газового потока:  

а – без покрытия; б – ДП; в – ДП + ПМ; г – ДП + ПМ + КП 
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Рис. 8. Влияние состава покрытий на стойкость образцов из никелевого сплава в условиях 

испытаний на высокотемпературном аэродинамическом стенде:  

1 – ДП+ПМ+ПК; 2 – ДП+ПМ; 3 – ДП; 4 – сплав без покрытия 

Важным показателем качества напыленных покрытий является шероховатость по-

верхности, которая в процессе эксплуатации деталей должна, по-возможности, сохраняться и 

не превышать допустимых значений [22]. Это особенно важно для деталей, которые нахо-

дятся в динамическом контакте с окружающей средой. Эрозионное воздействие, если не 

приводит к разрушению контактной поверхности, не должно значительно изменять микро-

рельеф поверхности деталей. Только в этом случае будет сохраняться ламинарное обтекание 

лопаток потоком газа, и не будут возникать из-за турбулентности локальные участки с кри-

тическим превышением температуры, что наиболее опасно для деталей в условиях интен-

сивного температурно-силового воздействия. 

Исследование рельефа поверхности и шероховатости образцов после испытания на 

аэродинамическом стенде показало, что высокотемпературный скоростной поток газа не 

привел к значительному изменению шероховатости поверхности, а рельеф возрос в наиболее 

поврежденных участках не более чем на 20 % (рис. 9 и табл. 4). 

Таблица 4 – Результаты исследования шероховатости поверхностипосле испытаний  

на высокотемпературном аэродинамическом стенде 

Образец 
Средняя  

шероховатость Ra, мкм 

Средняя квадратичная 

шероховатость Rq, мкм 

Максимальная высота 

поверхности Rt, мкм 

Без покрытия 3,44 4,39 34,57 

ДП 6,01 7,46 42,48 

ДП+ПМ 7,46 9,31 68,83 

ДП+ПМ+ПК 7,02 9,49 70,46 
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а б 

 

в г 

Рис. 9. Профиль поверхности образцов после испытаний на высокотемпературном  

аэродинамическом стенде: а – без покрытия; б – ДП; в – ДП+ПМ; г – ДП+ПМ+ПК 

Таким образом, многослойное покрытие полностью сохранилось на поверхности об-

разца после испытаний на прожиг, тогда как все остальные покрытия окислились с образова-

нием оксидов Al2O3, NiO, Cr2O3 и шпинелей NiAl2O4 и NiCr2O4. По сравнению с образцами 

без покрытия, диффузионным алюмосилицидным покрытием (ДП) и двухслойным покрыти-

ем (ДП+ПМ), трехслойное покрытие (ДП+ПМ+ПК) способно сохраняться после воздействия 

температур 1300 С. Это связано с термобарьерным эффектом, обеспечивающимся наличием 

внешнего керамического слоя ZrO2+Y2O3, который снижает температуру металлической со-

ставляющей покрытия и сплава-основы не менее чем на 300 С. 

3. Выводы 

Результаты исследований показали, что трехслойное покрытие характеризуется мак-

симальными защитными свойствами по сравнению с термодиффузионным алюмосилицид-

ным покрытием и двухслойным покрытием, состоящим из диффузионного слоя Al-Si-РЗМ и 

плазменно напыленного покрытия Ni-Cr-Al-Y. Трехслойное покрытие состоит из трех слоев: 

первый слой – диффузионное алюмосилицидное покрытие, обеспечивающее защиту от вы-

сокотемпературного окисления и коррозии, толщиной 50 мкм, второй металлический под-

слой, обеспечивающий плавный переход от металлического покрытия к керамическому, 

толщиной 100–120 мкм и третий керамический слой, обеспечивающий снижение температу-

ры лопаток во время эксплуатации, толщиной 70–100 мкм. Общая толщина покрытия со-

ставляет 170–270 мкм. Показано, что наносимые плазменным распылением второй и третий 

слои достаточно плотные, пористость составила менее 5 об. %. Каких-либо отслоений по 
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границе первого и второго слоя не обнаружено, зафиксированы лишь единичные микропоры, 

заполненные оксидом алюминия.Результаты испытаний на прожиг в аэродинамическом 

стенде показали, что покрытие способно выдерживать без разрушения температуру 1300 С. 
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We consider the flows of ideal (Euler equations) and Newtonian viscous (Navier–Stokes 

equations) incompressible fluids in the gravitational field of mass forces. In this case, the gravita-

tional field created by the liquid itself (self-gravity) is also taken into account. It is shown that some 

well-known principles of maximum pressure, according to which either the pressure is constant in 

the flow region, or the minimum pressure is reached at the boundary of this region if the forces  

of self-gravity are taken into account, exclude the case of constant pressure. It is also demonstrated 

that self-gravity makes it impossible for waves and solitons to pass with pressure minima to the sur-

face of a body flown around by a viscous fluid.  

Keywords: principle of minimum pressure, vortex flows, ideal incompressible fluid, viscous in-

compressible fluid. 
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Рассмотрены течения идеальной (уравнения Эйлера) и ньютоновской вязкой (уравне-

ния Навье–Стокса) несжимаемых жидкостей в гравитационном поле массовых сил. С учетом 

гравитационного поля, создаваемого самой жидкостью (самогравитация). Очевидно, что не-

которые известные принципы максимума давления, согласно которым или давление посто-

янно в области течения, или минимум давления достигается на границе этой области при 

учете сил самогравитации, исключают случай постоянного давления. А самогравитация при-

водит к невозможности прохождения волн и солитонов с минимумами давления до поверх-

ности тела, обтекаемого вязкой жидкостью. 

Ключевые слова: принцип минимума давления, вихревые течения, идеальная несжимаемая 

жидкость, вязкая несжимаемая жидкость. 

1. Введение 

Учет «пренебрежимо малого», но все-таки ненулевого слагаемого в уравнениях  

Навье–Стокса может приводить к выводам, которые нельзя получить при нулевом значении 

этого слагаемого. Самым ярким примером этого утверждения в гидродинамике являются 

ползущие течения – движения вязкой несжимаемой жидкости, характеризующейся очень ма-

лым значением числа Рейнольдса [1]. Малое число Рейнольдса указывает на очень малень-

кую скорость течения или мелкий характерный геометрический масштаб течения, на боль-

шое значение молекулярной вязкости жидкости [1].  

Важность учета конвективной производной уравнений Навье–Стокса продемон-

стрирована на примере модификаций течений Куэтта, Пуазейля и их конвективных ана-

логов в статьях [2–5]. Исследование этих точных решений показывает важность каче-

ственных и количественных свойств уравнений Навье–Стокса [2–5]. Несмотря на то, что 

построение классов точных решений является важной и актуальной задачей гидродина-

мики, необходимо также развивать другие идеи анализа уравнений движения вязкой не-

сжимаемой жидкости [1, 6–13].  

В работе исследован вопрос о месте точек минимума давления. Исследованию этого 

вопроса уделяли внимание основатели современной гидродинамики [9–13] и посвящают 

свои работы современные авторы [14–20]. Дело в том, что место точек минимума давления 

важно для исследования процесса возникновения кавитации [17]. Учет «пренебрежимо  

малого» слагаемого – силы самогравитации, позволил получить новые утверждения о месте 

расположения точек минимума давления. 
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2. Основные обозначения и уравнения движения 

Рассмотрим течение ньютоновской вязкой несжимаемой жидкости в гравитационном 

поле. Обозначим через V – скорость жидкости; V  – вектор завихренности;  

p  – давление;   – плотность;   – динамический коэффициент вязкости;   – потенциал гра-

витационных сил;   – оператор Гамильтона (набла-оператор). Движение жидкости описано 

уравнениями Навье–Стокса например в форме Громеки–Ламба [1]: 

2

2

p

t

 
    

  

V V
V V ;

 
     

 
 (2.1) 

0. V   (2.2) 

Потенциал гравитационных сил   зависит от пространственных координат и от вре-

мени [21]. Гравитационная сила, отнесенная к плотности, равна   . Пусть A  – внутренняя 

точка течения, а AU  – некоторая шаровая окрестность точки A , целиком расположенная 

внутри течения. Уменьшая размер рассматриваемого шара AU , всегда можно добиться того, 

что вклад в гравитационную силу    в точке A , который вносит сама жидкость, находя-

щаяся внутри шара AU , можно считать пренебрежимо малым по сравнению со вкладом от 

оставшейся части жидкости и по сравнению со вкладами, привносимыми Землей, Луной, 

Солнцем и другими небесными телами. Однако есть одно свойство гравитационного поля в 

точке A , которое, наоборот, не зависит от тел, расположенных вне шара AU  (в настоящей 

работе рассматриваются внешние тела и жидкость, движущиеся с нерелятивистскими скоро-

стями), а зависит только от жидкости, расположенной внутри сколь угодно малого (но не 

вырожденного в точку) шара AU . Это – лапласиан потенциала гравитационных сил. Он зави-

сит только от плотности жидкости в рассматриваемой точке [21]: 

,G   

где   – плотность жидкости; 
11 3 1 26,674 10 m kg sG         – универсальная гравитационная 

постоянная. В отличие, например, от интенсивности магнитного поля при заданной плот-

ности жидкости ни в каком эксперименте эту величину невозможно сделать сколь угодно 

малой. Ее нельзя изменить каким-либо расположением масс вне рассматриваемой точки 

течения. 

Находя дивергенцию обеих частей уравнения (2.1), с учетом уравнения неразрывно-

сти (2.2), исключим слагаемые, отвечающие за нестационарность и вязкость, и получим: 

 
2

2

p
 



V
V .

 
       

   

(2.3) 

Повторяя, например, преобразования, выполненные в работе [22] (в этой работе вели-

чина   считалась пренебрежимо малой, и полагалось, что    ), приведем уравнение 

(2.3) к виду: 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 2, 2021 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

26 

 

 

Prosviryakov E. Yu. Gravitational principle of minimum pressure for incompressible flows // Diagnostics, Resource and  

Mechanics of materials and structures. – 2021. – Iss. 2. – P. 22–29. – DOI: 10.17804/2410-9908.2021.2.022-029. 

 

     
22 22 ,x y z

p
V V V

 
          

   

(2.4) 

где xV , yV  и zV  – компоненты скорости V  в прямоугольной декартовой системе координат 

Oxyz ,   . 

Заметим, что уравнение (2.4) верно и для стационарных, и для нестационарных тече-

ний, как для вязкой, так и для идеальной жидкости. Это уравнение известно давно. Его ис-

пользовал Г. Гамель [9] для оценки верхней границы величины завихренности, при которой 

силы гравитации, созданные самой жидкостью внутри объема со свободными границами, не 

дают распадаться этому объему на части. Заметим также, что равносильность уравнений 

(2.3) и (2.4) существенным образом опирается на уравнение (2.2), т. е. на несжимаемость 

жидкости. 

Из теории гармонических функций следует, что если правая часть (2.4) в некоторой 

области D  не больше нуля, то давление p , если оно непостоянно в D , принимает мини-

мальное значение только на границе области D . Именно это свойство использовал Г. Гамель 

в работе [9]. 

Из уравнения (2.4) следует, что в некоторых случаях силы самогравитации (т. е. си-

лы гравитации, созданные самой жидкостью) могут оказывать влияние на качественную 

картину течения (расположение точек минимума давления). Речь идет о тех случаях, когда 

учет величины   влияет на знак правой части (2.4). Таким случаям посвящены следую-

щие разделы. 

3. Течение с малой завихренностью 

Гамель, в работе [9] показал, что если величина завихренности   не превосходит 

G , то правая часть (2.4) будет отрицательна. Несложно привести пример реального  

течения с такой малой завихренностью. Плотность жидкой части ядра Земли по разным 

оценкам составляет около 
4 310 kg / m . Соответствующее значение G  равно примерно 

3 14,1 10 s  , что почти в тридцать раз превышает завихренность твердого тела, вращающегося 

с угловой скоростью Земли. Поэтому можно утверждать, что в жидкой части ядра Земли ми-

нимум давления достигается на границе этой жидкой части. Это следствие из результата  

Г. Гамеля [9] представляется, по-видимому, впервые. 

4. Гидростатический принцип минимума давления 

Если жидкость покоится, то уравнение (2.4) принимает вид:  

.
p

G
 

   
   

Поэтому в покоящейся несжимаемой жидкости при отсутствии внешних сил, кроме, 

может быть, гравитационных сил, давление непостоянно по пространству в любой внут-

ренней подобласти и достигает своего минимального значения на границе и только на гра-

нице рассматриваемой подобласти. Отсюда, в частности, следует один из результатов дан-

ной работы. Он состоит в том, что постоянства давления внутри области невозможно до-

биться никаким расположением масс снаружи этой области (в гидростатике). 
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5. Безвихревое течение 

В общем случае, если можно априори (до решения задачи) указать область тече-

ния, в которой правая часть (2.4) отрицательна, то можно априори утверждать, что давле-

ние (если оно непостоянно) достигает минимума только на границе этой области. Так, 

например, это будет верно для безвихревого течения идеальной жидкости, поскольку для 

идеальной жидкости также верно уравнение (2.3) и, следовательно, верно уравнение (2.4). 

Для идеальной несжимаемой жидкости можно априори утверждать, что завихренность 

будет всюду равна нулю, если она равна нулю в набегающем потоке. Отсюда следует, что 

точки минимума давления (точки зарождения кавитации) в таких течениях расположены 

на границах областей с гладкими параметрами течения. Это отличается от известного 

принципа минимума давления в безвихревых течениях идеальной жидкости (в котором не 

учитывалась сила самогравитации) [10] тем, что в [10] допускался случай всюду постоян-

ного давления. 

6. Вязкое обтекание гладкой поверхности 

Правая часть (2.4), как и полностью это уравнение, не содержит вязкие члены. Однако 

учет вязкости позволяет оценить величину 

     
22 22

x y zV V V      
 

на дне погранслоя. Дело в том, что на дне погранслоя для вязких жидкостей должно быть  

выполнено условие прилипания. При условии прилипания (для несжимаемых жидкостей) [22] 

получено, что на гладком участке обтекаемой поверхности выполнено равенство 

     
22 22 0.x y zV V V       

 

Следовательно, на дне погранслоя правая часть (2.4) меньше нуля. В силу непрерыв-

ности она останется таковой нуля и в некотором слое вблизи дна. В настоящей работе этот 

слой будем называть слоем самогравитации или G-слоем. 

Таким образом, вблизи гладкого участка поверхности, обтекаемого несжимаемой 

вязкой жидкостью, есть слой ненулевой толщины (G-слой), в котором давление жидкости 

(если оно непостоянно) не может достигать минимального значения. 

Полученный результат (существование G-слоя) и результат Г. Гамеля (течение с ма-

лой завихренностью) несопоставимы, поскольку на дне погранслоя величина завихренности, 

в общем случае, не мала. 

Из существования обнаруженного в данной работе критерия G-слоя следует, что через 

этот слой не могут проходить минимумы в волнах и солитонах давления (в нестационарных 

процессах). Это справедливо для областей с гладкими параметрами. Например, вся зона от-

рыва такой областью не является. А части этой зоны, разделенные линиями разрыва, могут 

рассматриваться как зоны гладких параметров. Для них сформулированный выше принцип 

минимума давления в G-слое верен, и невозможно прохождение волн и солитонов с мини-

мумами давления. 

7. Заключение 

В работе замечено (и в этом состоит новизна работы), что с учетом самогравитации во 

многих важных течениях можно априори указать область течения с отрицательным значени-

ем правой части (2.4). В такой области минимум давления достигается на границе и только 

на границе рассматриваемого течения. Этот вывод качественно отличается от многих других 
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принципов минимума давления, в которых также утверждается, что минимум давления до-

стигается на границе, но допускается случай постоянства давления во всей области.  

Полученные результаты свидетельствуют, что учет самогравитации в некоторых слу-

чаях, может приводить к новым качественным выводам, основанным на исследовании знака 

правой части уравнения (2.4).  

Литература  

1. Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Теоретическая физика. Т. 6. Гидродинамика. –  

М. : ФИЗМАТЛИТ, 2001. – 736 с. 

2. Privalova V. V., Prosviryakov E. Yu. Vortex flows of a viscous incompressible fluid at con-

stant vertical velocity under perfect slip conditions // Diagnostics, Resource and Mechanics of mate-

rials and structures. – 2019. – Iss. 2. – P. 57–70. – DOI: 10.17804/2410-9908.2019.2.057-070. – 

URL: https://dream-journal.org/DREAM_Issue_2_2019_Privalova_V.V._et_al._057_070.pdf 

3. Prosviryakov E. Yu. Dynamic equilibria of a nonisothermal fluid // Vestn. Samar. Gos. 

Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki [J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys. Math. Sci.]. – 2018. – 

Vol. 22, no. 4. – P. 735–749. – DOI: 10.14498/vsgtu1651. 

4. Просвиряков Е. Ю. Точные решения трехмерных потенциальных и завихренных течений 

Куэтта вязкой несжимаемой жидкости // Вестник Национального исследовательского ядерного 

университета МИФИ. – 2015. – Т. 4. Вып. 6. – С. 501–506. – DOI: 10.1134/S2304487X15060127. 

5. Burmasheva N. V., Prosviryakov E. Y. Thermocapillary Convection of a Vertical Swirling 

Liquid // Theoretical Foundations of Chemical Engineering. – 2020. – Vol. 54. – P. 230–239. – 

DOI: 10.1134/S0040579519060034. 

6. Prosviryakov E. Y. New class of exact solutions of Navier–Stokes equations with exponen_tial 

dependence of velocity on two spatial coordinates // Theoretical Foundations of Chemical Engineer-

ing. – 2019. – Vol. 53, No. 1. – P. 107–114. – DOI: 10.1134/S0040579518060088 

7. Aristov S. N., Knyazev D. V., Polyanin A. D. Exact solutions of the Navier–Stokes Equa-

tions with the linear dependence of velocity components on two space variables // Theoretical 

Foundations of Chemical Engineering. – 2009. – Vol. 43. No. 5. – P. 642–662. –  

DOI: 10.1134/S0040579509050066. 

8. Knyazev D. V. Solving the motion equations of a viscous fluid with a nonlinear dependence 

between a velocity vector and some spatial variables // Journal of Applied Mechanics and Technical 

Physics. – 2018. – Vol. 59. – P. 928–933. – DOI: 10.1134/S0021894418050218. 

9. Hamel G. Ein allgemeiner Satz über den Druck bei der Bewegung volumbeständiger Flü-

ssigkeiten // Monatsh. f. Mathematik und Physik. – 1936.  – Vol. 43. – P. 345–363. –  

DOI: 10.1007/BF01707614.  

10. Бэтчелор Дж. Введение в динамику жидкости / пер. с англ. – М. : Мир, 1973. – 778 с. 

11. Трусделл К. Первоначальный курс рациональной механики сплошных сред / пер.  

с англ. – М. : Мир, 1975. – 592 с. 

12. Серрин Дж. Математические основы классической механики жидкости / пер. с англ. 

А. Б. Шабата ; под ред. Л. В. Овсянникова. – М. : Изд-во иностранной литературы, 1963. – 

256 с. 

13. Седов Л. И. Механика сплошной среды. Т. 2. – М. : Наука, 1973. – 568 с. 

14. Сизых Г. Б. Признак наличия точки торможения в плоском безвихревом течении иде-

ального газа // Труды МФТИ. – 2015. – Т. 7, № 2. – С. 108–112. 

15. Бурмистров А. Н., Ковалев В. П., Сизых Г. Б. Принцип максимума для решения урав-

нения эллиптического типа с неограниченными коэффициентами // Труды МФТИ. – 2014. – 

Т. 6, № 4. – С. 97–102. 

16. Golubkin V. N., Sizykh G. B. Maximum principle for the Bernoulli function // TsAGI  

Science Journal. – 2015. – Vol. 46, No. 5. – P. 485–490. – DOI: 10.1615/TsAGISciJ.v46.i5.50. 

https://doi.org/10.14498/vsgtu1651
https://doi.org/10.1134/S0040579519060034


 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 2, 2021 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

29 

 

 

Prosviryakov E. Yu. Gravitational principle of minimum pressure for incompressible flows // Diagnostics, Resource and  

Mechanics of materials and structures. – 2021. – Iss. 2. – P. 22–29. – DOI: 10.17804/2410-9908.2021.2.022-029. 

 

17. Голубкин В. Н., Сизых Г. Б. Принципы максимума в гидродинамике // XI Всероссий-

ский съезд по фундаментальным проблемам теоретической и прикладной механики, Казань, 

20–24 августа 2015 г. : сборник трудов. – Казань : Изд-во Казанского (Приволжского) феде-

рального университета, 2015. – С. 989–991. 

18. Беспорточный А. И., Бурмистров А. Н., Сизых Г. Б. Вариант теоремы Хопфа // Труды 

МФТИ. – 2016. – Т. 8, № 1 – С. 115–122. 

19. Golubkin V. N., Kovalev V. P., Sizykh G. B. Maximum principle for pressure in ideal  

incompressible fluid flows // TsAGI Science Journal. – 2016. – Vol. 47, iss. 6. – P. 599–609. – 

DOI: 10.1615/TsAGISciJ.2017019567. 

20. Sizykh G. B. A velocity minimum in a potential fluid flow // Fluid Dynamics. – 2017. –  

52 (3). – P. 345–350. – DOI: 10.1134/S0015462817030024. 

21.  Поляченко В. Л., Фридман А. М. Равновесие и устойчивость гравитирующих систем. – 

М. : Наука, 1976. – 447 с. 

22. Golubkin V. N., Korolev G. L., Sizykh G. B. Differential properties of pressure in a viscous fluid // 

TsAGI Science Journal. – 2016. – Vol. 47, iss. 1. – P. 41–49. – DOI: 10.1615/TsAGISciJ.2016017060.  
 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 2, 2021 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

30 

 

 

Burmasheva N. V., Prosviryakov E. Yu. Exact solutions of the Navier-Stokes equations for describing an isobaric  

one-directional vertical vortex flow of a fluid // Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures. – 2021. –  

Iss. 2. – P. 30–51 – DOI: 10.17804/2410-9908.2021.2.030-051. 

 

Received: 03.03.2021 

Revised: 01.04.2021 

Accepted: 23.04.2021 

DOI: 10.17804/2410-9908.2021.2.030-051 

EXACT SOLUTIONS OF THE NAVIER–STOKES EQUATIONS  

FOR DESCRIBING AN ISOBARIC ONE-DIRECTIONAL  

VERTICAL VORTEX FLOW OF A FLUID 

N. V. Burmasheva
a)

, E. Yu. Prosviryakov
b)*

 

Institute of Engineering Science, Ural Branch of the Russian Academy of Sciences, 

34 Komsomolskaya St., Ekaterinburg, 620049, Russian Federation 

a)
 https://orcid.org/0000-0003-4711-1894  nat_burm@mail.ru 

b)
 https://orcid.org/0000-0002-2349-7801  evgen_pros@mail.ru 

*Corresponding author. E-mail: evgen_pros@mail.ru  

Address for correspondence: 34 Komsomolskaya St., Ekaterinburg, 620049, Russian Federation 

Tel.: +7 (343) 375 35 76; fax: +7 (343) 374 53 30 

The article proposes a family of exact solutions to the Navier–Stokes equations for describ-

ing isobaric inhomogeneous unidirectional fluid motions. Due to the incompressibility equation, the 

velocity of the inhomogeneous Couette flow depends on two coordinates and time. The expression 

for the velocity field has a wide functional arbitrariness. This exact solution is obtained by the 

method of separation of variables, and both algebraic operations (additivity and multiplicativity) are 

used to substantiate the importance of modifying the classical Couette flow. The article contains 

extensive bibliographic information that makes it possible to trace a change in the exact Couette 

solution for various areas of the hydrodynamics of a Newtonian incompressible fluid. The fluid 

flow is described by a polynomial depending on one variable (horizontal coordinate). The coeffi-

cients of the polynomial functionally depend on the second (vertical) coordinate and time; they are 

determined by a chain of the simplest homogeneous and inhomogeneous partial differential parabol-

ic-type equations. The chain of equations is obtained by the method of undetermined coefficients 

after substituting the exact solution into the Navier–Stokes equation. An algorithm for integrating a 

system of ordinary differential equations for studying the steady motion of a viscous fluid is pre-

sented. In this case, all the functions defining velocity are polynomials. It is shown that the topology 

of the vorticity vector and shear stresses has a complex structure even without convective mixing 

(creeping flow). 

Keywords: exact solution, Couette flow, Navier–Stokes equation, inhomogeneous unidirectional 

flow, method of separation of variables, shear stress. 
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В статье предложено семейство точных решений уравнений Навье–Стокса для описа-

ния изобарических неоднородных однонаправленных движений жидкости. Из-за уравнения 

несжимаемости скорость неоднородного течения Куэтта зависит от двух координат и време-

ни. Приведенное выражение для поля скоростей обладает широким функциональным произ-

волом. Данное точное решение получено методом разделения переменных, причем исполь-

зуются обе алгебраические операции (аддитивность и мультипликативность) для обоснова-

ния важности модификации классического течения Куэтта. В статье собрана значительная 

библиографическая информация, позволяющая проследить изменение точного решения Ку-

этта для различных областей гидродинамики ньютоновской несжимаемой жидкости. Тече-

ние жидкости представлено полиномом, зависящим от одной переменной (горизонтальной 

координаты). Коэффициенты полинома функционально зависят от второй (вертикальной) 

координаты и времени и определяются цепочкой простейших однородных и неоднородных 

уравнений в частных производных параболического типа. Цепочка уравнений получена ме-

тодом неопределенных коэффициентов после подстановки точного решения в уравнение  

Навье–Стокса. Приведен алгоритм интегрирования системы обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений для изучения установившегося движения вязкой жидкости. В этом случае все 

функции, определяющие скорость, являются полиномами, топология вектора завихренности 

и касательных напряжений даже без конвективного перемешивания (ползущее течение) име-

ет сложную структуру.  

Ключевые слова: точное решение, течение Куэтта, уравнение Навье–Стокса, неоднородное 

однонаправленное течение, метод разделения переменных, касательное напряжение. 

1. Введение 

Проводя ретроспективный анализ научной литературы, можно сделать вывод, что од-

ними из первых точных решений уравнений Навье–Стокса являлись формулы, описывающие 

изобарические потоки жидкости [1–11]. К таким решениям можно отнести однонаправлен-

ные течения Куэтта
 
и две задачи Стокса [12;13]. Точное решение Куэтта описывает слоистое 

течение вязкой несжимаемой жидкости в бесконечном слое между одной или двумя подвиж-

ными границами [1–13]. Для первой и второй задач Стокса характерно изучение нестацио-

нарных потоков, индуцируемых различными возмущениями границ слоя жидкости [13].  

Не будет преувеличением утверждение о том, что точные решения Куэтта и Стокса положи-
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ли начало теории точного интегрирования уравнений Навье–Стокса для несжимаемых жид-

костей в различных силовых полях [1–13].  

Течение Куэтта в цилиндрической области описывается точным решением Куэтта–

Тейлора (течение жидкости между коаксиальными цилиндрами) [14–16]. Движение жидкости  

в сферической области так же, как точные решения Куэтта и Куэтта–Тейлора, имеет имя – сфери-

ческое течение Куэтта [17–20]. 

С теоретической точки зрения решение Куэтта востребовано в теории гидродинами-

ческой устойчивости [21–33]. Известно, что использование профиля Куэтта в качестве ос-

новного течения используется при изучении влияния различных типов возмущений (вторич-

ных течений) на структуру изотермических гидродинамических потоков в бесконечно про-

тяженных слоях жидкости, в областях с цилиндрической и сферической симметрией [21–33].  

Течение Куэтта нашло свое применение в гидродинамике, протекающей на масштабах 

наномира и микрофлюидике [34–41]. Использование профиля Куэтта позволяет теоретически 

визуализировать длину скольжения при движении жидкости по гидрофобной поверхности в 

протяженной слое [34–42].  

Применение структуры точного решения Куэтта в теории конвекции привело к пер-

вому классу точных решений уравнений Обербека–Буссинеска – семейству Остроумова–

Бириха [43–46]. Обобщение точного решения для однонаправленных конвективных, диффу-

зионных и термодиффузионных потоков вращающихся и невращающихся жидкостей приве-

дено в библиографических источниках [47–76]. 

В сравнительно недавно опубликованных статьях было освещено, что в рамках класса 

Линя–Сидорова–Аристова [77–80] было построено обобщение течения типа Куэтта, индуци-

рованное неоднородным распределением скоростей и касательных напряжений на границе 

жидкости и атмосферного воздуха [81–84]. Неоднородное распределение кинематических 

характеристик приводит к образованию вертикальной закрутки жидкости при отсутствии 

вращения [81–84]. Эти решения позволяют исследовать течения в экваториальной зоне Ми-

рового океана в приближении f-плоскости.  

Движение жидкости может быть индуцировано не только при помощи движения гра-

ниц, но и посредством действия силовых полей. Интересные решения, обобщающие резуль-

тат Куэтта, приведены в статьях [50; 85–87]. При рассмотрении ползущих плоских или трех-

мерных конвективных течений типа Куэтта в горизонтальных слоях с проницаемыми грани-

цами [88–92] или с учетом термокапиллярного эффекта Марангони [93–97] описывается се-

мейством Хименца–Рябушинского [98; 99]. 

Учитывая важность использования классического точного решения Куэтта в теорети-

ческих и экспериментальных исследованиях, в статье осуществляется построение точных 

решений для описания однонаправленных изобарических и изотермических потоков жидко-

сти с неоднородным распределением скорости и касательных напряжений на границах гори-

зонтального слоя жидкости. 

2. Постановка задачи 

Изобарическое течение вязкой несжимаемой жидкости в бесконечном горизон-

тальном слое представлено следующей системой уравнений, записанной в векторной 

форме [100]:  

 , ;
t


  



V
+ V V V

 
(1) 

 , 0. V
 

(2) 
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В уравнении Навье–Стокса (1) и уравнении несжимаемости (2) приняты обозначения: 

 , ,x y zV V VV =  – вектор скорости;   – кинематическая (молекулярная) вязкость жидкости; 

 , ,x y z         – оператор Гамильтона; 
2 2 2 2 2 2x y z         – оператор Лапла-

са; круглые скобки в уравнении (1) определяют скалярное произведение.  

Далее рассмотрим однонаправленные течения жидкости с полем скоростей: 

  , , , ,0,0 .xV x y z tV =  (3) 

После подстановки вектора скорости (3) в уравнения (1) и (2) получим следующую 

систему: 

2 2 2

2 2 2
;x x x xV V V V

t x y z

    
    

    
 (4) 

0.xV

x





 (5) 

В последней системе уравнение (4) – параболическое уравнение типа теплопроводно-

сти размерности  3 1 . Из уравнения несжимаемости (5) следует, что скорости жидкости  

не зависят от координаты x . Таким образом, однонаправленное течение жидкости является 

неоднородным. Поле скоростей зависит от двух координат и времени: 

 , , .x xV V y z t  (6) 

Неизвестная функция скорости xV , описывающая однонаправленное неоднородное 

изобарическое течение типа Куэтта, в этом случае удовлетворяет уравнению размерности

 2 1 :
 

2 2

2 2
.x x xV V V

t y z

   
   

   
 (7) 

Далее приведены новые точные решения уравнения (7), которые также удовлетворяют 

уравнению Навье–Стокса (1) и уравнению несжимаемости (2). Заметим, что установившиеся 

течения жидкости   , ,0,0xV y zV = , как и классическое течение Куэтта, не зависят от вяз-

кости:  

2 2

2 2
0.x xV V

y z

 
 

 
  

Поскольку скорость xV  удовлетворяет уравнению Лапласа, то эта функция является 

гармонической. 
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3. Класс точных решений  

Построение точного решения будет осуществляться при помощи метода разделенных 

переменных и его модификаций [2; 3; 100]. Отметим, что уравнению (7) удовлетворяет клас-

сическое точное решение Куэтта 

 , ,xV U z t  (8) 

которое определяется из уравнения типа теплопроводности размерности  1 1 : 

2

2
.

U U

t z

 
 

 
  

Если рассматривать установившееся течение  xV U z  вязкой несжимаемой жидко-

сти, то профиль скорости определяется из обыкновенного дифференциального уравнения 

второго порядка и имеет вид: 

1 2.U C z C    

Здесь 1C и 2C  – постоянные интегрирования.  

Другим известным частным решением уравнения (7) является следующее представле-

ние поля скорости: 

 1 , .xV yu z t  (9) 

В этом случае функция 1u  также удовлетворяет простейшему параболическому урав-

нению типа теплопроводности размерности  1 1 . Если учесть, что уравнение (7) является 

линейным, то сумма частных решений (8) и (9)  

   1, ,xV U z t yu z t   (10) 

также является решением. Поставив выражение (10) в уравнение (7), получим уравнение: 

22

1 1

2 2
.

u uU U
y y

t t z z

   
    

    
  

Используя метод неопределенных коэффициентов относительно координаты y ,  

получим систему уравнений, состоящую из двух изолированных уравнений параболического 

типа  1 1 , для определения скорости U  и пространственного ускорения 1u : 

2

2
;

U U

t z

 
 

   

2

1 1

2
.

u u

t z
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Рассмотрим сумму решения (10) и нелинейного слагаемого вида  
2

2 ,
2

y
u z t : 

     
2

1 2, , , .
2

x

y
V U z t yu z t u z t    (11) 

Подставим сумму (11) в уравнение (7) и в результате несложных преобразований при-

дем к следующему уравнению: 

2 22 2 2

1 2 1 2
2 2 2 2

.
2 2

u u u uU y U y
y u y

t t t z z z

     
       

      
  

Это уравнение в силу метода неопределенных коэффициентов относительно коорди-

наты y  распадается на несколько уравнений типа теплопроводности размерности  1 1 : 

2

2 2
;

U U
u

t z

  
   

  
 

2

1 1

2
;

u u

t z

 
 

 
 

2

2 2

2
.

u u

t z

 
 

 
 (12) 

Отметим, что в получившейся системе первое уравнение (уравнение для однородной 

скорости U ) перестает быть изолированным. Этот факт объясняется именно нелинейностью 

последнего слагаемого решения (11) по переменной y . Другими словами, решение (11) уже 

не является суперпозицией ранее приведенных решений, т. е. наследует нелинейные свой-

ства уравнений Навье–Стокса. Эта же тенденция сохраняется и при дальнейшем повышении 

степени для координаты y  в слагаемых, определяющих вид скорости xV . 

4. Полиномиальные точные решения произвольного порядка 

Рассмотрим далее точное решение уравнения (7) в виде полиномиальных сумм специ-

ального вида: 

   
1

, , .
!

kn

x k

k

y
V U z t u z t

k

   (13) 

В формуле (13) !k  обозначает взятие факториала от натурального числа k , коэффици-

енты U  и ku  зависят от вертикальной координаты z  и времени t . Вид точного решения 

можно трактовать как применение модифицированного разделения переменных [101–108]. 

Посчитаем отдельно частные производные, необходимые для подстановки в уравне-

ние типа теплопроводности (7): 

1

;
!

kn
x k

k

V uU y

t t k t

 
 

  


 

2 22

2 2 2
1

;
!

kn
x k

k

V uU y

z z k z
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2 2

2
2

.
2 !

kn
x

k

k

V y
u

y k








 
  

Подставим получившиеся выражения в уравнение (7): 

 

22 2

2 2
1 2 1

;
! 2 ! !

k k kn n n
k k

k

k k k

u uU y y U y
u

t k t k z k z



  

   
     

     
  

 

 

22
2

2 2
1 2 1

1 1
.

! 2 ! !

n n n
k k kk k k

k k k

u u uU U
y y y

t k t z k k z



  

    
              
    

 

Это уравнение можно переписать в виде системы дифференциальных уравнений, если 

применить метод неопределенных коэффициентов: 

2

22
;

U U
u

t z

  
   

  
 

2

1 1
3 2

;
u u

u
t z

  
   

  
 

2

2 2
4 2

;
u u

u
t z

  
   

  
, 

…; 

2

2 2

2
;n n

n

u u
u

t z

 
  

   
  

 

2

1 1

2
;n nu u

t z

  
 

 
 

2

2
.n nu u

t z

 
 

 
 

(14) 

В получившейся системе только два изолированных уравнения (уравнения для коэф-

фициентов 1nu   и nu  (13)). Интегрирование системы (14) осуществляется в обратном порядке 

– от последнего уравнения к первому. Каждое из уравнений системы (14) является нестацио-

нарным уравнением типа уравнения теплопроводности. При этом бόльшая часть указанных 

уравнений является неоднородными, неоднородность которых определяется в результате 

решения предыдущих уравнений. Таким образом, имеет место рекуррентный порядок инте-

грирования уравнений системы (14). 

Заметим, что если в разложении (13) положить 2n  , т. е. ограничиться только квад-

ратичными членами, то система (14) примет вид: 

2

2 2
;

U U
u

t z

  
   

  
 

2

1 1

2
;

u u

t z

 
 

 
 

2

2 2

2
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u u
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Получившаяся система полностью совпадает с приведенной выше системой (12),  

определяющей компоненты решения (11).  

Используем рекуррентный способ интегрирования для описания установившихся  

течений для поля скоростей (11), которое имеет вид: 

     
2

1 2 .
2

x

y
V U z yu z u z  

 

 

В этом случае система уравнений в частных производных типа теплопроводности (12) 

редуцируется к системе обыкновенных дифференциальных уравнений шестого порядка: 

2

22
;

d U
u

dz
 

 

2

1

2
0;

d u

dz


 

2

2

2
0.

d u

dz


 

 

Точное решение последней системы имеет вид: 

2 1 2;u C z C 
 1 3 4;u C z C 

  

3 2

1 2 5 6.
6 2

z z
U C C C z C

 
     

 
 

 

Последний коэффициент 2u  и предпоследний коэффициент 1u  являются линейными 

функциями, а однородное слагаемое U  описывается многочленом третьей степени.  

Возвращаясь к исследованию поля скоростей (13), рассмотрим случай установивше-

гося течения. Оно сводится к интегрированию системы уравнений (14) вида: 

2

22
;

d U
u

dz
   

2

1
32
;

d u
u

dz
   

2

2
42
;

d u
u

dz
   

…; 

2

2

2
;n

n

d u
u

dz

    

2

1

2
0;nd u

dz

   

2

2
0.nd u

dz
  

 

Интегрирование системы производится аналогично частному случаю для 2n  .  

Коэффициенты nu  и 1nu   являются линейными функциями; коэффициенты, определяемые 

непосредственно через nu  и 1nu  , – кубическими многочленами. Степень полиномов, описы-
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вающих остальные коэффициенты в представлении поля скорости, постепенно будет возрас-

тать, каждый раз увеличиваясь на два.  

5. Завихренность и касательные напряжения 

Напомним, что для классического течения Куэтта касательное напряжение x
xz

V

z


  


 

является постоянными, т. е. в жидкости регистрируются напряжения одного знака [1–12]. 

Вычислив касательное напряжение для поля скоростей (11), получим для него выражение: 

1

.
!

kn
x k

xz

k

V U u y

z z z k

   
      

   
   

При учете пространственной неоднородности скорости однонаправленных течений 

поле касательного напряжения имеет сложную топологию зон растягивающих и сжимающих 

напряжений. Границы нулевого значения касательного напряжения xz  для каждого момента 

времени определяются алгебраическим уравнением: 

1

0.
!

kn
k

k

U u y

z z k

 
 

 
   

Неоднородное распределение скорости влечет появление в жидкости касательного 

напряжения: 

 

1

1

.
1 !

kn
x

xy k

k

V y
u

y k






    

 
   

Проанализируем величину завихренности потока для точного решения вида (13).  

Согласно определению, завихренность определяется следующим определителем: 

0 0

x x

x y z x

V V

x y z x y z z y

V V V V

       
   
       



i j k i j k

j k =

 

1

1 1

.
! 1 !

k kn n
k

k

k k

U u y y
u

z z k k



 

   
          
 = j k  

 

Учитывая выражения для касательных напряжений, получим следующее разложение 

вектора завихренности: 

.
xyxz


 
 

 j k   

На основании полученного выражения можно утверждать, что рассматриваемое  

однонаправленное течение вида (13) является всюду (возможно, за исключением нескольких 

точек) вихревым. Зоны потенциального течения определяются условием: 
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2 2 0.xz xy      

При этом возникновение завихренности потока объясняется сильной нелинейной  

зависимостью структуры решения (13) от горизонтальной координаты y . 

6. Заключение 

В статье предложен новый класс решений уравнений Навье–Стокса для описания не-

стационарного изобарического однонаправленного вертикально завихренного течения жид-

кости. Отличительной особенностью указанного класса является полиномиальная зависи-

мость произвольного порядка скорости от одной из горизонтальных координат, причем ко-

эффициенты данного полиномиального представления зависят произвольным образом как от 

вертикальной координаты, так и от времени. В статье доказано, что решения такого вида, 

начиная с полиномов второго порядка, не могут быть получены суперпозицией решений 

меньшей степени. Приведена система уравнений, позволяющая определить переменные ко-

эффициенты в представлении скорости, решение системы сводится к последовательному ин-

тегрированию нестационарных неоднородных уравнений типа теплопроводности.  
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We consider an optimal control problem for an integro-differential system (with a quadratic 

cost functional) modeling a three-dimensional creeping flow of an incompressible viscoelastic fluid 

in a bounded domain with impermeable solid walls. The fluid flow is controlled by the time-
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Рассматривается экстремальная задача управления для интегро-дифференциальной 

системы (с квадратичным целевым функционалом), моделирующей трехмерное ползущее 

течение несжимаемой вязкоупругой жидкости в ограниченной области с непроницаемыми 

твердыми стенками. Параметром управления служит зависящая от времени внешняя сила. 

Вводится понятие оператора управления. Доказана теорема о существовании единственного 

оптимального управления в предположении, что множество допустимых управлений выпук-

ло и замкнуто в соответствующем функциональном пространстве. Кроме того, получено ва-

риационное неравенство, которому удовлетворяет оптимальное управление. Доказательство 

теоремы основано на применении метода Фаэдо–Галеркина с учетом энергетических оценок 

приближенных решений и использовании леммы о существовании и единственности метри-

ческой проекции точки на выпуклое замкнутое множество в вещественном гильбертовом 

пространстве.  

Ключевые слова: вязкоупругая жидкость, ползущее течение, интегро-дифференциальные 

уравнения, оператор управления, оптимальное управление, теорема существования, вариа-

ционные неравенства. 

1. Введение 

Проблемам оптимального управления в задачах гидродинамики посвящено много ра-

бот (см., например, [1–3] и приведенную там библиографию). При этом в большинстве из 

них рассматривается управление для классической системы Навье–Стокса, предназначенной 

для описания движения ньютоновской жидкости. Однако многие встречающиеся на практи-

ке среды не подчиняются ньютоновскому определяющему соотношению (закону трения 

Ньютона). К таким средам относятся, например, вязкоупругие жидкости с «памятью» [4], 

при математическом моделировании которых учитывается предыстория течения. 

В настоящей статье изучается экстремальная задача управления для линейной инте-

гро-дифференциальной системы, описывающей ползущее течение несжимаемой вязкоупру-

гой среды с «памятью» в ограниченной трехмерной области Ω с границей ∂ Ω на промежутке 

времени [0, T]:  

 

(1) ; = ) , ( ) , ( 
0 

T 

t 
Q в ds s t s h 

t 
f v v 

v 
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(2) 

 
(3) 

 
(4) 

 
(5) 

 
(6) 

где ;  – вектор-функция скорости;  – функция давле-

ния;  – коэффициент вязкости;  – ядро вязкоупругости; 

 – внешняя сила (управляющая функция); F – множество допустимых управле-

ний; Jо – «компромиссный» целевой функционал [1] с весовым коэффициентом ; 

 – заданная вектор-функция (желаемое поле скоростей); операторы ,  и div 

обозначают соответственно градиент, лапласиан и дивергенцию по пространственным пере-

менным x1, x2, x3. 

В вырожденном случае  приходим к линеаризованным уравнениям Навье–

Стокса [5]. Если , то система (1), (2) сводится к линеаризованным 

уравнениям движения вязкоупругой жидкости типа Джеффриса–Олдройда [6, 7]. Аппрокси-

мативная управляемость соответствующих уравнений установлена в [8]. 

В настоящей статье мы не будем ограничиваться конкретным выбором ядра вязко-

упругости – рассмотрим общую ситуацию, предполагая лишь, что функция h непрерывна. 

Основная цель работы заключается в том, чтобы установить однозначную разрешимость экс-

тремальной задачи (1)–(6) в классе слабых решений. Доказательство основано на построении 

приближенных решений по методу Фаэдо–Галеркина, выводе энергетических оценок, изуче-

нии свойств оператора управления и применении леммы о существовании и единственности 

метрической проекции точки на выпуклое замкнутое множество в вещественном гильберто-

вом пространстве. 

Отметим, что результаты работы могут быть перенесены на случай граничных усло-

вий проскальзывания, учет которых особенно важен при моделировании потоков неньюто-

новских сред [9, 10] и в задачах термоконвекции [11, 12]. 

2. Вариационная формулировка задачи и основной результат работы 

Условимся использовать стандартные обозначения для пространства Лебега )(2 L   

и пространства Соболева )(1,2 W  векторных функций, заданных на области Ω и со значе-

ниями в 
3

R  (или в 33
R , что понятно из контекста). Скалярное произведение в )(2 L  будем 

обозначать с помощью круглых скобок, т. е. (u, w) = (u, w)L
2

(Ω). 

Следуя [5, гл. I], введем пространства:  

0},div,supp:)({:=  
wwCwY  

H – замыкание Y в пространстве )(2 L , 

V – замыкание Y в пространстве )(1,2 W . 

Снабдим пространство V скалярным произведением  

)(0,:= TQT  3: Rv TQ RTQ:

0> )[0,][0,][0,:  TTh
3: Rf TQ

(0,1)
3: Rb   

0),( tsh

))((exp),( tstsh  

; 0 = div T Q в v 

); (0, = T на    0 v 

; = ,0) (   в 0 v 

; F f  

, min  2 

) ( 
|| || ) (1 2 

) ( 
|| || = ) , ( 

2 2     
T T Q Q 

J 
L L 

f b v f v    
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),(:=),( wuwu V   

 

и соответствующей евклидовой нормой 

.),(:=| || | 1/2
uuu V    

Заметим, что норма 
V

  эквивалентна стандартной норме .
)(1,2 


W

 

Функции, зависящие от переменных x  и )(0,Tt , будем рассматривать так же, 

как функции аргумента t со значениями в банаховом пространстве, определенном на Ω.  

Например, ))(;(0, 22 LL T  – это пространство функций, заданных на )(0,T  и действующих  

в )(2 L . Очевидно, что 

).(=))(;(0, 222
TQT LLL    

Предположим, что выполнены следующие условия: 

(i) граница области Ω является локально-липшицевой; 

(ii) функция )[0,][0,][0,:  TTh  непрерывна; 

(iii) выполнено включение );;(0,2
HLb T  

(iv) множество F выпукло и замкнуто в ))(;(0, 22 LL T . 

Определение 1. Допустимой парой для системы (1)–(6) будем называть пару вектор-

функций (f, v):  

0vHCVLvFf =,0)(),];([0,);(0,, 2  TT ,  

и для любой вектор-функции Vw  выполнено следующее равенство:  

),,(=,),(),(),(),(
0

wfwvwvwv 







  dsstsh

dt

d t
   

где оператор d/dt обозначает обобщенную производную по t. 

Множество всех допустимых пар обозначим через M(F).  

Для любого управления Ff   существует единственная пара (f, v), принадлежащая 

множеству M(F) (разд. 3). Это позволяет корректно определить оператор управления K. 

Опр 

,=)(),;(0,))(;(0,: 222
vfKHLLLFK TT    

где Ff   и v – вторая компонента пары ).(),( FMvf   

Через G(K) обозначим график оператора K, т. е.  

).;(0,))(;(0,}:))(,{(:=)( 222
HLLLFffKfKG TT    

Определение 3. Вектор-функция Ff *  является оптимальным управлением в системе 

(1)–(6), если  
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 Fff
H

bfK
LLL TT

   

Основной результат работы сформулирован в следующей теореме. 

Теорема. Пусть выполнены условия (i)–(iv). Тогда в системе (1)–(6) существует 

единственное оптимальное управление. При этом вектор-функция Ff *  является опти-

мальным управлением тогда и только тогда, когда выполнено вариационное неравенство 

.
))(;(0,

),)((1
);(0,

))()(,)(( 22**2** Fffff
H

fKfKbfK
LLL





TT

  (7) 

Доказательство этого утверждения представлено в разд. 4. 

3. Обоснование корректности определения оператора управления K 

Установим некоторые свойства допустимых пар. 

Лемма 1. Если )(),( 11 FMvf   и ),(),( 22 FMvf   тогда  









 



dsss
T

2
21

0

2
21

][0,

| |),(),(| || |),(),(| |max Vvvvv



   

,2

))(;(0,
| || |

),,( 2221

),,(




LL
ff

TThC

e TThC





 
(8) 

где  

.),(max
1

:=),,( 2

0][0,
2

dssthThC
t

Tt



   

Доказательство. Отождествляя гильбертово пространство H и сопряженное к нему 
*

H  в соответствии с теоремой представления Рисса, приходим к цепочке вложений 

.**
VHHV    

Заметим, что имеют место включения 

1,2,=),;(0, *2 iT
dt

d i VL
v
   

и применим лемму 1.2 [5, гл. III, §1] к вектор-функции 21 vv  . Получаем, что для п. в. 

)(0,Tt  выполнено равенство 
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dt

d

dt

d
 (9) 

где угловые скобки 
VV 

 *,  обозначают отношение двойственности между пространством 

V и его сопряженным *
V . 

Поскольку  

1,2,=),(),( iii FMvf    

легко видеть, что 

)),((,
)(

21
*

21 wvvw
vv

VV







dt

d
+ 

),,(=,)),(),((),( 2121
0

wffwvv 







  dssstsh

t

 

(10) 

для любой вектор-функции Vw . 

Подставляя ),(),(:= 21 tt  vvw  в равенство (10) с учетом (9), приходим к следующему 

равенству: 

2
21

2
21 ||),(),(||2||),(),(|| Vvvvv tttt

dt

d
  + 









  )),(),((,)),(),((),(2 2121

0
ttdssstsh

t
vvvv = 

)),,(),(),,(),(2(= 2121 tttt  vvff  

 

Затем, применяя неравенства Гельдера и Юнга, получаем:  

2
21

2
21 ||),(),(||2||),(),(|| Vvvvv tttt

dt

d
   

dsssThCtt
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После элементарных преобразований получаем  
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Проинтегрируем обе части последнего неравенства по t от 0 до :  

dsss 2
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Применяя неравенство Гронуолла, получаем следующую оценку:  

,
)(

| || |
),,(

| |),(),(| || |),(),(| | 2

)(2;0,221

),,(
2

21
0

2
21
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V ffvvvv
T

TThC

ThC

e
dsss






  

откуда и вытекает требуемое неравенство (8). 

Лемма 2. Для любой вектор-функции Ff 0  существует единственная вектор-

функция 0v  такая, что ).(),( 00 FMvf   

Доказательство. Для нахождения 0v  построим последовательность приближенных 

решений 


1=}{ nnv  по методу Фаэдо–Галеркина и затем осуществим предельный переход  

при n , используя равномерную ограниченность норм 


1=;0,2 }
)(

| |{| | nTn
VL

v . 

Приближенные решения, соответствующие выбору 0= ff , представим в виде сумм: 

),(0,,),()(:=),(
1=

Tttat jnj

n

j
n  xxwxv   

где R][0,: Tanj  – неизвестные функции; 
1=}{ jjw  – полная последовательность в V; обра-

зующая ортонормированный базис в H. 

Зафиксируем произвольное натуральное число n. Рассмотрим задачу Коши:  






















 kn

t

knk
n dsssth
t

wvwvw
v

,)(),(),(,
0

 =  

},,{1,),(0,),,(= 0 nkTtk wf  (11) 

.,=,0)( x0xvn  (12) 

Линейная интегро-дифференциальная система (11) с начальными данными (12) един-

ственным образом определяет функции nka  на всем отрезке [0,T]. 

Выведем независящие от параметра n оценки решений задачи (11), (12). Предполо-

жим, что nv  удовлетворяет равенствам (11) и (12). Умножим обе части (11) на ).(tank  Сло-

жив полученные равенства по ,,1,= nk   находим:  
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Умножим обе части последнего равенства на 2. После элементарных преобразований 

находим, что 
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Применяя неравенства Гельдера и Юнга, получаем 
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откуда следует: 
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Проинтегрируем обе части (13) по t от 0 до :  
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откуда с помощью неравенства Гронуолла выводим оценку 
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Из неравенства (14) следует равномерная по n ограниченность норм .}
)(

| |{| | 1=;0,2

nTn

VL
v  

Поэтому, переходя к подпоследовательности (если это необходимо), получаем: 

);(0,вслабо 2
0 VLvv Tn   (15) 

для некоторой вектор-функции );(0,2
0 VLv T . 

Умножим обе части равенства (11) на произвольную C -гладкую функцию η с носи-

телем, содержащимся в интервале (0, T), и проинтегрируем по t от 0 до T. Применив инте-

грирование по частям к первому слагаемому из левой части полученного равенства, прихо-

дим к соотношению: 
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Используя слабую сходимость (15), перейдем к пределу при n  в (16): 

  dtdt k
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Поскольку последовательность 
1=}{ jjw  полна в V, последнее равенство останется 

справедливым, если заменить kw  на произвольную вектор-функцию Vw . Отсюда, в част-

ности, следует: 

).;(0, *20 VL
v

T
dt

d
   

Поэтому, вновь применяя лемму 1.2 [5, гл. III, §  1], получаем:  

).];([0,0 HCv T   

Принимая во внимание (12), нетрудно проверить, что выполнено начальное условие 

0v =,0)(0  . Таким образом, установлено, что ).(),( 00 FMvf   

Единственность вектор-функции 0v , удовлетворяющей условиям леммы 2, непосред-

ственно следует из леммы 1.  

Следствие. Оператор управления K определен корректно и непрерывен как отобра-

жение из подмножества F пространства ))(;(0, 22 LL T  в пространство );(0,2
HL T . 

4. Доказательство основного результата 

Нам понадобятся следующие две леммы [13, гл. I, §2]. 

Лемма 3. Пусть S – выпуклое замкнутое подмножество гильбертова пространства U. 

Тогда для каждого Uq  существует единственная точка Up : 

}.:| |{| |inf=| || | Sssqpq UU   (17) 

Замечание. Точка p, удовлетворяющая соотношению (17), называется метрической 

проекцией точки q на множество S. При этом используется обозначение qp SPr= . 

Лемма 4. Пусть S – выпуклое замкнутое подмножество гильбертова пространства  

U и Uq . Тогда qp SPr=  в том и только в том случае, когда 
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UU psqpsp ),(),(   (18) 

для любого Ss .  

Доказательство теоремы. Заметим, что Ff *  – оптимальное управление в системе 

(1)–(6) тогда и только тогда, когда пара функций ))(,( ** fKf  является метрической проек-

цией пары (0, b) на график оператора управления K в декартовом произведении 

);(0,))(;(0, 222
HLLL TT   со скалярным произведением: 

,
)(

),(
)(

),)((1:=
)()(

),(
;0,222)(2;0,211;0,2)(2;0,2
HLLLHLLL

gfgfgf
TTTT

 
    

где ),(= 21 fff  и ).,(= 21 ggg  

Пусть  

).,(:=),(:=),;(0,))(;(0,:= 222
b0qKGSHLLLU TT   (19) 

Применяя лемму 3, получаем метрическую проекцию ))(,(= ** fKfp  точки q на мно-

жество S. При том, что *f  – единственное оптимальное управление в системе (1)–(6).  

Принимая во внимание (19) и равенство ))(,(= ** fKfp , выводим из (18) вариационное 

неравенство (7). Теорема доказана. 

5. Заключение 

В статье установлена однозначная разрешимость экстремальной задачи управления 

для линейной интегро-дифференциальной системы, описывающей трехмерное ползущее 

течение несжимаемой вязкоупругой жидкости в ограниченной области с непроницаемыми 

твердыми стенками. Выведено вариационное неравенство, характеризующее оптимальное 

управление. В дальнейшем предполагается развить предложенный подход и получить новые 

результаты для нелинейных моделей вязкоупругих сред с «памятью» при учете инерционных 

сил и тепловых эффектов. 
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To describe the creep rupture process under complex stress, various equivalent stresses are 

considered. From them, the equivalent stress at which the total error of the difference between the 

experimental and theoretical values takes the smallest value among the considered equivalent 

stresses is selected. In this paper, three basic equivalent stresses are considered, as well as two com-

plex equivalent stresses, which are a linear combination of the basic ones with one material parame-

ter. The analysis of the total errors in the considered experimental data shows that, with the simulta-

neous effect of internal pressure and the axial force on the wall of tubular specimens (or biaxial ten-

sion of a plane element), a complex equivalent stress should be used in the form of a combination of 

the maximum normal stress and the Mises stress. For simultaneous torsion and tension of tubular 

specimens (or simultaneous tension and compression of a plane element), a complex equivalent 

stress should be used in the form of a combination of the maximum normal stress and the doubled 

maximum tangential stress. 

Keywords: creep rupture, time at rupture, plane stress state, equivalent stress. 
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Для описания процесса длительной прочности при сложном напряженном состоя-

нии рассматривают различные эквивалентные напряжения. Из них выбирают такое экви-

валентное напряжение, при котором суммарная погрешность разности экспериментально-

го и теоретического значений принимает наименьшее значение среди всех рассмотренных 

эквивалентных напряжений. В работе рассмотрены три базовых эквивалентных напряже-

ния, а также два сложных эквивалентных напряжения, представляющих собой линейную 

комбинацию базовых с одним материальным параметром. Анализ суммарных погрешно-

стей в рассмотренных экспериментальных данных показал, что при одновременном воз-

действии внутреннего давления и осевой силы на стенку трубчатых образцов (или двух-

осном растяжении плоского элемента) следует использовать сложное эквивалентное 

напряжение в виде комбинации максимального нормального напряжения и напряжения  

Мизеса. При одновременном кручении и растяжении трубчатых образцов (или одновре-

менном растяжении и сжатии плоского элемента) следует использовать сложное эквива-

лентное напряжение в виде комбинации максимального нормального напряжения и удво-

енного максимального касательного напряжения. 

Ключевые слова: длительная прочность, время в момент разрушения, плоское напряженное 

состояние, эквивалентное напряжение. 

1. Введение  

В работе рассмотрена длительная прочность изотропных металлических материалов 

(металлы, стали, никелевые сплавы), в основе строения которых присутствует кристалличе-

ская решетка. Для анизотропных металлических материалов в элементах конструкций до-

полнительно рассмотрен коэффициент прочностной анизотропии, что никак не влияет на по-

лученный результат. При исследовании явления длительной прочности отчет времени начи-

нают с момента приложения стационарных сил. Под действием этих сил в материале накап-

ливаются рассеянные повреждения, которые приводят к образованию магистральных трещин 

и разрушению в определенный момент времени, поэтому в качестве характеристики явления 

длительной прочности рассматривают время в момент разрушения. 

Для описания длительной прочности при сложном напряженном состоянии ис-

пользуют либо кинетический [1], либо критериальный подход [2]. В обзоре [3] перечис-

лены экспериментальные и теоретические результаты, полученные в условиях сложного 

напряженного состояния. Каждый из двух подходов применяется в зависимости от типа 

mailto:inmec130@mail.ru
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сложного напряженного состояния, которое определяется знаками главных напряжений 

321   . Кинетический подход [1] используют при описании длительной прочности 

либо при двухосном растяжении ( 021  , 03  ) элементарного плоского элемента 

(испытания на совместное внутреннее давление и растяжение трубчатых образцов [4] или 

двухосное растяжение плоских образцов [5]), либо при трехосном растяжении (

0321   ) элементарного объемного элемента [5] (испытания на одновременное 

трехосное растяжение кубических образцов). Суть кинетического подхода [1] заключает-

ся в том, что повреждения накапливаются исключительно на площадках, перпендикуляр-

ных главным растягивающим напряжениям, на которых скорости накопления компонент 

вектора поврежденности пропорциональны соответствующим главным напряжениям, что 

означает )( 1
1 


f

dt

d
 , )( 2

2 


f
dt

d
  и )( 3

3 


f
dt

d
 , где t  − время воздействия стацио-

нарных сил. В качестве характеристики поврежденного состояния материала рассматри-

вается абсолютная величина вектора поврежденности 2
3

2
2

2
1    с двумя усло-

виями по времени 0
0


t
  и 1

rupt


tt
 , где ruptt  − время в момент разрушения. В част-

ном случае, когда одно из трех главных напряжений равно нулю (в этом частном случае 

многоосного растяжения одна из компонент вектора поврежденности 03  ), абсолют-

ная величина вектора поврежденности принимает вид 
2
2

2
1   . Время в момент 

разрушения ruptt  определяется из выражения для абсолютной величины   вектора по-

врежденности при интегрировании от начального состояния 0
0


t
  до состояния в мо-

мент разрушения 1
rupt


tt

 . 

Обратим внимание, что кинетический подход [1] не позволяет описать длительную 

прочность при одновременном растяжении и сжатии ( 01  ; 02  ; 03  ) элементар-

ного плоского элемента по двум взаимно ортогональным направлениям [6−10] (испыта-

ния на одновременное кручение и растяжение трубчатых образцов). Для главных напря-

жений следует использовать критериальный подход [2], в котором принято, что 

)( eqrupt gt  , где eq  − эквивалентное напряжение (одна из скалярных характеристик 

тензора напряжений). Скалярные характеристики выбираются таким образом, чтобы они 

принимали одинаковое значение при одноосном растяжении (исключением является мо-

дель [11]). Как правило, при анализе суммарных погрешностей   (формула приведена 

ниже) рассматривают три основных эквивалентных напряжения (максимальное нормаль-

ное напряжение max , напряжение Мизеса mises  и удвоенное максимальное касательное 

напряжение max2 ). Дополнительно к трем основным эквивалентным напряжениям, могут 

рассматриваться их возможные линейные комбинации с одним материальным парамет-

ром, где величина этого параметра определяет вклад одного из двух используемых базо-

вых эквивалентных напряжений на время в момент разрушения. 
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2. Два сложных эквивалентных напряжения  

Рассмотрим два сложных эквивалентных напряжения 1
eq  [12] и 2

eq  [13] с пара-

метрами 1  и 2  в виде линейных комбинаций из разных базовых эквивалентных напря-

жений: 

10,]1[ 1max1mises1
1
eq   ; (1) 

10,]2][1[ 2max2max2
2
eq   . (2) 

Из анализа суммарных погрешностей постараемся определить, какое из двух рассмот-

ренных сложных эквивалентных напряжений 1
eq  и 2

eq  следует использовать при описании 

длительной прочности для каждого из двух возможных типов плоского напряженного  

состояния. Чтобы убедиться в целесообразности рассмотренных сложных эквивалентных 

напряжений, для анализа потребуется вычислить суммарные погрешности основных эквива-

лентных напряжений. 

3. Методика вычисления суммарных погрешностей  

В статье [13] представлены результаты анализа минимальных суммарных погрешно-

стей для трех основных эквивалентных напряжений max , mises , max2  и двух сложных эк-

вивалентных напряжений 1
eq  и 2

eq . Установлено, что для аппроксимации используемых 

для анализа экспериментальных данных при 01  , 02   и 03  , полученных на труб-

чатых образцах под действием кручения и растяжения, следует использовать эквивалентное 

напряжение (2). Данная работа является продолжением [13], где дополнительно будут рас-

смотрены экспериментальные данные при 01  , 02   и 03  , полученные на трубча-

тых образцах под действием внутреннего давления и растяжения и плоских образцах под 

действием двух взаимно ортогональных сил. 

При двухосном растяжении элементарного плоского элемента 

1max
2
221

2
1mises1max 2,,   . (3) 

Можно заметить, что 1maxmax 2   , что означает 1
2
eq   . 

При одновременном растяжении и сжатии элементарного плоского элемента 

31max
2
331

2
1mises1max 2,,   , (4) 

где главные напряжения [14] зависят от нормального напряжения   и касательного напря-

жения   следующим образом: 

2
2

32
2

2

1
22

,0,
22







 
















 . (5) 

Для связи времени в момент разрушения от эквивалентного напряжения будем  

использовать степенную зависимость с двумя материальными параметрами [15, 16]: 
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1,0,
dim

eq
app
rupt













mB
B

t
m




, (6) 

где app
ruptt  − время в момент разрушения из аппроксимации; eq  − одно из рассматриваемых 

эквивалентных напряжений max ; mises ; max2 ; 1
eq  и 2

eq ; B ; m  − материальные пара-

метры; MPa1dim   − обезразмеривающее напряжение. 

Неизвестные параметры B , m  и 1  (или 2 ) вычисляются из условия минимальной 

суммарной погрешности разности экспериментальных exp
ruptt  и их аппроксимирующих app

ruptt  

значений времени в момент разрушения: 

















 
N t

1
exp
rupt

app
rupt

t
lgmin , (7) 

где N  − количество экспериментов в данной серии; exp
ruptt  − время в момент разрушения из 

эксперимента. Выражение (7) является аналогом метода наименьших квадратов, где в каче-

стве расстояния между двумя значениями используется модуль разности логарифмов 

)lg()lg( exp
rupt

app
rupt tt  , который равен логарифму отношения )/lg( exp

rupt
app
rupt tt . Минимизация целево-

го условия (7) реализуется через алгоритм [17] нелинейной оптимизации Обобщенного ме-

тода сопряженных градиентов (GRG2) с помощью меню надстройки в Microsoft Excel [18]. 

Для неизвестных параметров B , m  и 1  (или 2 ) начальное приближение их значений ис-

пользуется из равенства 
exp
rupt

app
rupt tt  . 

4. Экспериментальные данные для анализа суммарных погрешностей  

В работе при анализе суммарных погрешностей рассмотрены экспериментальные 

данные, которые получены для различных изотропных металлических материалов – 

разных марок стали, никелевого сплава и меди после термической обработки (табл. 1). 

Влияние прочностной анизотропии на время в момент разрушения прослеживается в 

экспериментальных данных, полученных при одновременном кручении и растяжении 

трубчатых образцов [9−10]. При аппроксимации экспериментальных данных [9−10] 

наблюдается эффект нескольких аппроксимаций [11]. Этот эффект заключается в том, 

что аппроксимация зависит от типа напряженного состояния (чистое растяжение, чистое 

кручение, одновременное кручение и растяжение). Для того чтобы экспериментальные 

значения подчинялись одной единственной эмпирической закономерности, перед нача-

лом механических испытаний образцы подвергают термической обработке, которая 

убирает остаточные напряжения и преобразует микроструктуру до равноосной с хаоти-

ческой ориентацией границ зерен. 
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Таблица 1 – Сводная таблица публикаций экспериментальных данных  

при двух разных плоских напряженных состояниях 

Номер  

эксперимента 

Ссылка  

на источник 
Материал 

Температура, 

C 

Тип плоского 

напряженного 

состояния 

1 [4] Сталь 

9Cr1MoVNb 

650 Одновременное 

двухосное 

растяжение 2 [5] Сталь 304 650 

3 [6] Никелевый 

сплав 

Nimonic 80A 

750 Одновременное 

растяжение 

и сжатие 

4 [7] Сталь 

2.25Cr1Mo 

565 

5 [8] Медь после 

отжига 

264 

5. Анализ минимальных суммарных погрешностей  

Ниже (табл. 2) приведены суммарные погрешности   (наименьшие погрешности 

подчеркнуты) и значения параметров 1  и 2  для сложных эквивалентных напряжений.  

В экспериментах 2 и 5 сложные эквивалентные напряжения оказались частным случаем  

базовых эквивалентных напряжений, где mises
1
eq    в эксперименте 2 и max

2
eq    в экспе-

рименте 5. 

Таблица 2 – Минимальные суммарные погрешностии параметры  

в сложных эквивалентных напряжениях
*
 

Номер  

эксперимента 

Суммарные погрешности Параметры 

max  mises  max2  1
eq  

2
eq  1  2  

1 0,9 0,8 0,9 0,6 0,9 0,3 − 

2 1,5 1,3 1,5 1,3 1,5 0,0 − 

3 4,3 4,3 6,6 1,6 1,7 0,5 0,6 

4 1,6 2,5 3,2 0,7 0,7 0,7 0,8 

5 0,6 0,5 0,3 0,5 0,3 0,0 0,0 

*
подчеркнуты наиболее благоприятные значения суммарных погрешностей. 
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а б 

Выбор сложного эквивалентного напряжения для описания длительной прочности  

в зависимости от типа плоского напряженного состояния: а – двухосное напряжение;  

б – одновременное напряжение (растяжение–сжатие) 

В экспериментах 3 и 4 суммарные погрешности обоих сложных эквивалентных 

напряжений 1
eq  и 2

eq  приняли почти одинаковые значения, при этом они заметно меньше 

суммарных погрешностей для базовых эквивалентных напряжений. В целом, на основе ана-

лиза всех рассмотренных экспериментальных данных, можно сделать вывод, что для описа-

ния обоих типов плоского напряженного состояния не существует общего эквивалентного 

напряжения. Это означает, что для каждого типа плоского напряженного состояния следует 

использовать свое эквивалентное напряжение (рисунок). 

6. Заключение  

В работе сделана попытка решить вопрос о выборе эквивалентного напряжения, поз-

воляющего описать длительную прочность для двух разных плоских напряженных состоя-

ний, различающихся знаком одного из главных напряжений. Рассмотрены три базовых и два 

сложных эквивалентных напряжений с параметром. В качестве критерия отбора эквивалент-

ного напряжения принималась минимальная суммарная погрешность разности эксперимен-

тальных и теоретических значений времени в момент разрушения. Анализ значений суммар-

ных погрешностей показал, что для каждого типа плоского напряженного состояния следует 

использовать конкретное сложное эквивалентное напряжения с параметром. Для описания 

времени в момент разрушения в условиях двухосного растяжения следует использовать 

сумму максимального нормального напряжения и напряжения Мизеса. Для описания дли-

тельной прочности при одновременном растяжении и сжатии элементарного плоского эле-

мента в двух взаимно ортогональных направлениях в качестве эквивалентного напряжения 

следует использовать сумму максимального нормального напряжения и удвоенного макси-

мального касательного напряжения. 

Работа посвящена выбору силового критерия прочности, эмпирически наиболее точно 

описывающему длительную прочность в соответствии с экспериментальными данными для 

двух схем плоского напряженного состояния. На основе минимизации суммарной погрешно-

сти разности экспериментальных и аппроксимирующих значений времени в момент разру-

шения проведено обоснование выбора сложного эквивалентного напряжения, наиболее точ-

но описывающего длительную прочность для конкретной схемы напряженного состояния 

изотропного материала в соответствии с экспериментальными данными. Результаты работы 

имеют практическую значимость и могут быть использованы при выполнении проектных 

расчетов соответствующих элементов конструкций и деталей машин, работающих при ста-

тистических нагрузках в условиях плоского напряженного состояния. 
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