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METHODS FOR DETERMINING THE PERIODICITY PARAMETER 

 OF A MATHEMATICAL MODEL OF MASSIF AROUND A MINE WORKING 

L. S. Ksendzenko
1
, A. S. Losev
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2
Federal State Institution of Science Institute for Applied Mathematics, Far-Eastern Branch of the Russian Academy of 

Sciences, 7 Radio st., Vladivostok, Russian Federation 
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The paper presents a comparative analysis of the analytical and numerical determination of 

the periodicity parameter of a model of zonal rock mass destruction around a deep circular tunnel 

and field data from different deposits. A methodology for a simultaneous application of the analyti-

cal and numerical approaches, depending on the problems to be solved at a deposit being investigat-

ed, is substantiated. 

Key words: highly compressed rock mass, zonal array destruction, non-Euclidean mathematical 

model parameters. 

DOI: 10.17804/2410-9908.2016.3.006-013 
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СПОСОБЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПАРАМЕТРА ПЕРИОДИЧНОСТИ МАТЕМАТИЧЕ-

СКОЙ МОДЕЛИ МАССИВА ВОКРУГ ГОРНОЙ ВЫРАБОТКИ 

Л. С. Ксендзенко
1
, А. С. Лосев

2* 

1
Дальневосточный федеральный университет, ул. Суханова, 8., Владивосток, Российская Федерация 

2
Федеральное государственное бюджетное учреждение науки Институт прикладной математики Дальнево-

сточного отделения Российской академии наук, ул. Радио, 7, Владивосток, Российская Федерация 

*Ответственный автор. Электронная почта: A.S.Losev@yandex.ru; адрес для переписки: ул. Радио, 7, 690041, 

Владивосток, Российская Федерация. Телефон: +7 (423) 231-23-75 

В работе проведен сравнительный анализ аналитического и численного определения 

параметра периодичности модели зонального разрушения массива горных пород вокруг глу-

бокой выработки круглого сечения с натурными данными различных месторождений. Обос-

новывается методика совместного использования аналитического и численного подхода в 

зависимости от решаемых задач на исследуемом месторождении.  

Ключевые слова: сильно сжатый массив, зональное разрушение массива, параметры 

неевклидовой математической модели. 

1. Введение 

На сегодняшний день исследования горных пород являются приоритетными направ-

лениями во многих странах в решении задач, связанных с горным делом, задействованы спе-

циалисты различного уровня всего мира. В процессе поиска новых методов и подходов в 

этой научной области один из значимых результатов был получен М.А. Гузевым и  

А.А. Парошиным. Ими впервые была предложена неевклидова модель сплошной среды для 

описания распределения поля напряжений вокруг выработки круглого сечения [1]. Отказав-

шись от условия совместности деформаций Сен-Венана, для случая плоской деформации, 

авторы ввели функцию дефектности массива горной породы, удовлетворяющую бигармони-

ческому уравнению с заданными граничными условиями. Полученный результат стал осно-

вой новых исследований и позволил по-новому взглянуть на явления зонального разрушения 

массива горных пород вокруг глубоких подземных выработок [2–8].  

В частности, авторами работы [2] решена краевая задача о распределении поля 

напряжений вокруг выработки в случае плоской деформации и в условиях негидростатиче-

ского нагружения. Задача представлена в виде двух составляющих, за счет разложения поля 

упругих напряжений в сумму полей: первое из них вызвано несовместными деформациями 

нарушенных зон, а второе – совместными деформациями ненарушенных зон. В первом слу-

чае упругие напряжения определяются с помощью неевклидовой модели, во втором – с по-

мощью классической упруго механической модели. В итоге, с использованием силового кри-

терия Кулона-Мора, установлено количество нарушенных зон, их местоположение, которые 

зависят от физико-механических свойств материала породы, а также от его неевклидовых 

параметров. 

В работе [3] на основе представленной неевклидовой модели зональной дезинтегра-

ции массива горных пород вокруг выработки круглого сечения, определено количество и 

размер нарушенных и ненарушенных зон. Показана зависимость количества и размера зон от 

продольного натурного напряжения, тангенциального и радиального напряжений, коэффи-

циента промежуточного главного напряжения, а также классификационного коэффициента 

RMR (Rock Mass Rating). 
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В работе [4] предложена динамическая модель исследования явлений зональной дез-

интеграции во вмещающем массиве горных пород вокруг глубоких круглых туннелей, под-

вергнутых динамической разгрузке в условиях гидростатического сжатия. На основе нерав-

новесной термодинамики получено неевклидово динамическое уравнение, решение которого 

определяется  прямыми и  обратными преобразованиями Лапласа. Показано, что число 

нарушенных зон возрастает с увеличением гравитационного напряжения, параметра нару-

шенности горной породы (disturbance factor), скорости разгрузки, а также с уменьшением 

предела прочности на одноосное сжатие, геологического индекса прочности (GSI), параметра 

прочности mi и коэффициента Пуассона ν. 

В работе [5] на основе новой неевклидовой модели исследовано влияние на зональ-

ную дезинтеграцию горных пород глубоких выработок пенни-образных трещин и естествен-

ного осевого напряжения. Применен коэффициент плотности энергии деформации при опре-

делении коэффициента интенсивности напряжений в вершинах пенни-образных трещин. Пу-

тем численных расчетов установлено, что величина и расположение зон разрыва чувстви-

тельны к микро- и макро-механическим параметрам, а также к величине напряжения в не-

тронутом массиве. 

В работе [6] на основе неевклидовой модели изучается связь между зональной дезин-

теграцией и горными ударами. Исследуется механизм зарождения вторичных микротрещин, 

механизм их перехода в неустойчивое состояние, распространение и объединение вторичных 

микротрещин, образование макротрещин (что ведет к горному удару). 

Не смотря на уникальность работ все авторы [2–6] приходят к следующим заключе-

ниям:  

 в условиях больших глубин закономерным является зональный характер разрушения 

массива горных пород вокруг подземных выработок; 

 свойствами структур зонального разрушения являются повторение контура выработки 

и чередование разрушенных и относительно ненарушенных горных пород; 

 неевклидовы математические модели, наиболее адекватно описывают явление зо-

нальной дезинтеграции. 

Общим существенным пробелом в рассмотренных работах является отсутствие срав-

нения с натурными экспериментами и частичная проработка алгоритма определения пара-

метров построенных математических моделей. Поэтому, актуальным остается вопрос каче-

ства определения параметров построенных моделей, а также влияние точности их вычисле-

ния на исследуемые физические эффекты и горные явления. 

2. Распределение поля напряжений вокруг выработки круглого сечения 

Обратимся к задаче о распределении поля напряжений вокруг выработки круглого се-

чения, которая рассматривается как плоская и стационарная, в условиях несжимаемости и 

гидростатичности нагружения на бесконечности [1]. Задача решается на основе полученного 

уравнения равновесия 

,0)(
r
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r
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бигармонического уравнения для функции дефектности 
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где rr – нормальное радиальное напряжение;  – нормальное тангенциальное напряже-

ние;  r – касательное напряжение; ∆ – оператор Лапласа;  – параметр периодичности мо-

дели. В полярных координатах для бигармонического уравнения  
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определено решение при условии r  для расстояния от центра выработки до точки мас-

сива в виде равенства: 

),()()()( 000 rcKrbNraJrR 
 

(5) 

где 000 K,N,J  – функции Бесселя, Неймана и Макдональда нулевого порядка.  

В [7] решение бигармонического уравнения (2), в отличие от [1], найдено для гранич-

ных условий:  

,0,0
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(6) 

соответствующих зональному характеру разрушения массива во всех зонах по принципу: 

первое граничное условие для функции R определяем как ее экстремальность на контуре вы-

работки, а второе – как экстремальность в середине первой зоны разрушения и т.д. 

В данной постановке задачи и полученном решении актуальным остается вопрос ка-

чественного и точного определения параметров рассматриваемой модели. Особенно важным 

моментом является степень точности определения параметра периодичности и его влияние 

на точность прогнозов, числа, положения и протяженности зон разрушения массива горных 

пород. В ходе рассмотрения данного вопроса было разработано два независимых подхода 

определения параметра . 

3. Методика и результаты определения параметра периодичности модели зонального 

разрушения массива горных пород  

Аналитический подход. На основе натурных экспериментов для исследованных ме-

сторождений была получена аналитическая зависимость между параметром  и расстоянием 

от контура выработки до середины первой зоны разрушения в единицах радиуса выработки 

2310 00  )r/*r()r/*r( , (7) 

где r* – середина первой зоны разрушения, считая от контура выработки; 0r радиус выра-

ботки, м [7]. 

Численный подход. Способ основан на численном подборе параметра , при котором 

параметры a и b функции дефектности принимают наибольшие отрицательные значения на 

контуре выработки, что характеризуется достижением функция дефектности на контуре вы-

работки экстремального значения и соответственно наличием зоны разрушения [8]. 
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Каждый из предложенных подходов обладает своими достоинствами и недостатками, 

в частности, аналитический подход определяет параметр  с точностью до целых, не до кон-

ца апробирован на неизвестных месторождениях, но является очень доступным и простым в 

плане вычисления. Численный подход является общим способом определения параметра , 

позволяющим вычислить искомый параметр с заданным уровнем точности, но требует весь-

ма трудоемких вычислений. 

В ходе расчета параметра периодичности для исследованных месторождений по обе-

им методикам было получено, что расхождение в точности в некоторых случаях доходит до 

11,21 %. 

При детальном рассмотрении для Норильского месторождения и угольной шахты 

Dingji (КНР) [10] было установлено, что в сравнении с натурными данными чувствитель-

ность построенной модели по отношению к параметру  определяется двумя знаками после 

запятой. После чего для рассматриваемых месторождений был проведен сравнительный ана-

лиз натурных [10] и экспериментальных данных с численным и аналитическим подходом. 

Таблица 1 – Норильское месторождение 

Значение 

параметра  

Относительная погрешность вычисления ближней и 

дальней границ зон разрушения, % 

I зона II зона 

=3 0,71 4,86 19,06 6,8 

= 3,2 2,14 5,36 17,18 5,29 

= 3,29 3,57 5,67 16,25 4,53 

Таблица 2 – Угольная шахта Dingji (КНР) 

Значение пара-

метра  

Относительная погрешность вычисления ближней и  

дальней границ зон разрушения, % 

I зона II зона III зона IV зона 

=9 0 2,69 10,6 10,8 11,6 3,00 9,51 7,04 

= 9,9 0 1,81 8,09 8,17 8,00 0,13 5,45 3,44 

= 9,93 0 1,61 8 8,07 7,88 0,22 5,33 3,33 

Расчет относительной погрешности для рассматриваемых месторождений показывает, 

что увеличение числа знаков после запятой положительно отражается на вычислении границ 

зон разрушения в общем случае (табл. 1–2). В частности, для Норильского месторождения 

можно заметить, что относительная погрешность вычисления границ первой зоны разрушения 

меньше в случае, когда =3, т.е. параметр принимает целочисленное значение (табл. 1). По 

Угольной шахте Dingji (КНР) анализ результатов показывает, что увеличение числа знаков по-

сле запятой в параметре  понижает погрешность счета для вычисления границ всех зон раз-

рушения (табл. 2). При более детальном рассмотрении можно сказать, что для первой зоны 

увеличение числа знаков носит уточняющий характер, так как погрешность уменьшается не 

более чем на 1 %, в то время как относительная погрешность остальных зон разрушения со-

кращается намного сильнее на 2–4 %. 
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4. Заключение 

Таким образом, нельзя окончательно утверждать, какой из подходов вычисления па-

раметра периодичности лучше. Поэтому в зависимости от поставленной задачи предлагается 

использовать оба подхода численный и аналитический. А именно – при первичном анализе 

выработки на новом месторождении, когда необходимо решить вопрос дальнейшей разра-

ботки выработки в данном месте, целесообразно использовать аналитический подход. Одна-

ко в случае более детального исследования, требующего определения числа зон, их радиаль-

ной протяженности, глубины появления зоны, точное положение последней зоны разреше-

ния как границы области влияния одиночной выработки, конечно, требуются более точные 

данные, которые возможно получить численным методом. 

В результате согласованного использования численного и аналитического способа 

определения параметра периодичности модели зонального разрушения массива горной по-

роды достигается более качественная сходимость теоретических результатов с натурными. 

Данное согласование позволяет понизить ошибку относительной погрешности на этапе рас-

чета параметров исследуемой модели, что существенно повышает точность и качество ре-

зультатов полученных с её помощью в дальнейшей работе. 
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The paper describes the usage patterns of closely spaced acoustic emission transducers de-

signed to determine the direction of propagation of acoustic emission impact by calculating the 

phase delays between the transducers. As a criterion for determining the reliability of the phase de-

lay, correlation analysis is used. The experimental data have established a dependence between the 

direction of acoustic wave emission and the ratio of phase delays between the transducers. 
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ФАЗОВОЙ ЛОКАЦИИ ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ НАПРАВЛЕНИЯ 

ИСТОЧНИКА АКУСТИЧЕСКОЙ ЭМИССИИ 
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г. Новосибирск, ул. Дуси Ковальчук, 191; Телефон:8-383-328-03-46 

В работе представлено описание модели использования близкорасположенных преоб-

разователей акустической эмиссии для определения направления распространения акустико-

эмиссионного воздействия путем вычисления фазовых задержек между преобразователями. 

В качестве критерия достоверности определения фазовой задержки использовался корреля-

ционный анализ. Полученные экспериментальные данные позволили установить зависи-

мость между направлением акустико-эмиссионной волны и отношением фазовых задержек 

между преобразователями. 

Ключевые слова: акустическая эмиссия, локация источников акустической эмиссии, 

фазовая задержка, определение направления источника акустической эмиссии. 

1. Введение 

Неопределенность локации источников акустической эмиссии напрямую влияет на 

достоверность результатов акустико-эмиссионного контроля [1]. Современные критерии 

оценки степени опасности дефектов требуют применения кластеризации, в том числе с ис-

пользованием данных о координатах источников акустической эмиссии. Для большинства 

реальных объектов характерно наличие помех – дискретных сигналов акустической эмиссии, 

не связанных с развитием усталостных дефектов [2]. Источниками таких сигналов могут яв-

ляться допустимые дефекты, например растрескивание защитных покрытий, коррозионные 

повреждения, трение, внешние воздействия. Для исключения помех используется простран-

ственная фильтрация, от правильного применения которой зависит достоверность результа-

тов контроля.  

В настоящее время для определения координат источников дискретной акустической 

эмиссии широко применяются методы [3], основанные на измерении разностей времен при-

хода сигналов на разнесенные на поверхности объекта контроля преобразователи (акустиче-

ская антенна). Методы имеют ограничения [4], связанные со значительным влиянием не-

определенности измерения времени начала импульса и скорости его распространения на до-

стоверность координат источников акустической эмиссии при контроле протяженных объек-

тов и объектов сложной формы. 

Для повышения точности локации дискретной акустической эмиссии перспективно 

использовать методы, основанные на регистрации фазы волны в системе близкорасположен-

ных преобразователей (антенные или фазовые решетки) [5]. В отличие от временных мето-

дов, фазовый метод в меньшей степени зависит от неопределенности скорости распростра-

нения волнового пакета (акустического импульса). 

Цель работы – определение зависимости фазовых задержек между близкорасполо-

женными (расстояние меньше длины волны для несущей частоты сигнала) преобразователя-

ми от направления распространения акустико-эмиссионного воздействия. 
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2. Моделирование 

Исследуемая модель включает в себя три пьезоэлектрических преобразователя, рас-

положенные в вершинах равностороннего треугольника (рис. 1). Для обеспечения однознач-

ности результатов фазового метода локации длина стороны треугольника ограничена длиной 

волны λ акустико-эмиссионного импульса. Регистрация акустических сигналов преобразова-

телями осуществляется разными каналами акустико-эмиссионной системы. 

В модели рассматривались источники, расположенные на расстояниях, существенно 

больших расстояния между преобразователями, поэтому кривизной фронта волны допусти-

мо пренебречь. Все дальнейшие расчеты справедливы только для волн, фронт которых при-

ближенно описывается плоскостью.  

В процессе распространения волны на преобразователях возникает разность фаз, ко-

торая зависит от направления распространения волны (рис. 1). Фазы регистрируемых сигна-

лов преобразователями 1, 2 и 3 рассчитываются по формуле φ𝑖 =
2𝜋

𝑇
𝑡𝑖 + φ𝑖0

, где i – номер 

преобразователя. 

Разность фаз между сигналами рассчитывается по следующим формулам: 

∆φ1 = φ3 − φ2, 

∆φ2 = φ1 − φ3. 

Волна распространяется  между преобразователями 1 и 3 по лучу волны BМ, между 

преобразователя 3 и 2 – по лучу NA (рис. 2). Так как BM и AN – кратчайшие расстояния меж-

ду фронтами волны 1, 2 и 3, то AN и BM перпендикулярны прямой 3, и выполняется следую-

щее равенство: 

∠𝐴𝑁𝐷 = ∠𝐵𝑀𝐷 = 90°. (1) 

 

Рис. 1. Схема прохождения акустической волны через модель преобразователя:  

1, 2, 3 – пьезоэлектрические преобразователи; 4 – направление волны; 5 – фронт волны;  

6 – корпус датчика; φ1, φ2, φ3 – фаза зарегистрированной волны; ∆φ1, ∆φ2 – разность фаз  

Треугольники △ 𝐴𝑁𝐷 и △ 𝐵𝑀𝐷 подобны по первому признаку теоремы о подобии 

треугольников, так как ∠𝐴𝐷𝑁 = ∠𝐵𝐷𝑀 – стороны одного угла являются дополнительными 
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лучами сторон другого, ∠𝐴𝑁𝐷 = ∠𝐵𝑀𝐷 из равенства (1). В подобных треугольниках выпол-

няется условие пропорциональности соответственных линейных элементов и в частности: 

𝐴𝑁

𝐵𝑀
=

𝐴𝐷

𝐵𝐷
. (2) 

 

Рис. 2. Схема расстояний между фронтами волны: 1, 2, 3 – фронты волны, зарегистрирован-

ной на ПЭП 1, ПЭП 2, ПЭП 3 соответственно; 4 – направление распространения волны; пье-

зоэлектрические преобразователи: A – 1, B –2, C –3 

После преобразований, основанных на теореме синусов для рассмотренных выше тре-

угольников, было получено окончательное выражение направления распространения акусти-

ко-эмиссионного воздействия: 

𝛼 = 𝑁𝐴𝐶 = 90° − 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑡𝑔 (
2

√3
(

∆𝜑1

∆𝜑2
+

1

2
)) + 𝜋 ∙ 𝑛. (3) 

3. Постановка эксперимента 

Для проверки результатов решения обратной задачи проведены эксперименты на 

стальном листе размерами 500x500x8 мм из стали Ст3пс. Акустико-эмиссионные импульсы 

возбуждались источником Су-Нильсена (поз. 3 рис. 3) и регистрировались тремя преобразо-

вателями акустической эмиссии типа ПП 0,1–0,7, установленными в центр листа. Основная 

частота регистрируемых сигналов составляла (125 ± 5) кГц и соответствующая ей длина вол-

ны для моды волны при фазовой скорости (5,2 ± 0,2) мм/мкс составляла 41 мм. Расстояние 

между центрами преобразователей составляло 25 мм, что удовлетворяло условиям модели-

рования.  

Для регистрации сигналов акустической эмиссии использовалась цифровая акустико-

эмиссионная система СЦАД 16.03 (ФГУП «СибНИА им. С.А. Чаплыгина», СГУПС, Новоси-

бирск) с дискретностью отсчета аналого-цифрового преобразователя 0,5 мкс. 
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Все углы отсчитывались относительно направления AC (рис. 2). Во время проведения 

эксперимента направление распространения акустико-эмиссионного воздействия относи-

тельно прямой, соединяющей центры преобразователей, составило 𝛼 = (70 ± 5)°. 

Для определения степени подобия исследуемых сигналов с целью выявления фазовой 

задержки использовалась формула корреляции Пирсона: 

𝑟 =
∑ (𝑥𝑖−�̅�)(𝑦𝑖−∆𝑛−�̅�)𝑛

𝑖=1

√∑ (𝑥𝑖−�̅�)2(𝑦𝑖−∆𝑛−�̅�)2𝑛
𝑖=1

, (4) 

где xi и yi – сигналы акустической эмиссии с номером измерения АЦП i; ∆n – сдвиг сигнала x 

относительно y; n – количество измерений на рассматриваемом интервале. 

 

 
 

Рис. 3. Схема эксперимента: 1 – контролируемый объект стальной лист толщиной 8 мм;  

2 – близкорасположенные преобразователи акустической эмиссии; 3 – место возбуждения 

события акустической эмиссии; 4 – направления распространения волны; 5 – фронт волны 

Как видно из рис. 4, сигналы акустической эмиссии на соседних датчиках похожи по 

своей форме, но сдвинуты по фазе. Добавив поправку на разность фаз сигналов, можно до-

биться высокой степени подобия исследуемых сигналов на ограниченном интервале сравне-

ния. Критерием степени подобия служит коэффициент корреляции (4). Коэффициент ∆n со-

ответствует сдвигу интервалов сравнения сигналов с преобразователей и принят как разность 

фаз ∆ц в пределах рассматриваемого интервала. При ∆φ1 = 10 ∙ 2π T⁄  рад и 

 ∆φ2 = 4 ∙ 2π T⁄  рад коэффициенты корреляции достигли максимальных значений на рас-

сматриваемых интервалах и составили r1=0,93 и r2=0,87 соответственно, что указывает на 

подобия исследуемых сигналов. Расчетный угол получен подстановкой значений ∆φ1 и ∆φ2 

в формулу (3) и составил 𝛼 = 73,5°. 
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Рис. 4. Графики зависимости амплитуды сигналов от времени с поправкой на фазовую за-

держку (б, г) и без нее (а, в) между преобразователями 2 и 3 (а, б), 1 и 3 (в, г) 

4. Заключение 

Для рассчитанной модели фазовой локации с использованием близкорасположенных 

преобразователей, направление распространения акустико-эмиссионного воздействия про-

порционально отношению разности фаз между преобразователями и не зависит от скорости 

распространения и частоты волны. 

Применение фазовой локации источников акустической эмиссии близкорасположен-

ными относительно длины волны преобразователями позволяет определить направления ис-

точника акустической эмиссии. В результате экспериментальных исследований для разрабо-

танной модели удалось определить направление источника акустической эмиссии с погреш-

ностью в 3,5º. 
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The proposed model represents a micro-heterogeneous medium with random properties of 

elastic-brittle microstructure elements and with fractures forming during the deformation of struc-

turally heterogeneous materials. The probability of stress exceeding the ultimate strength in one el-

ement determines the probability of the failure of this element and the relative damage at the micro 

level. The suggested methodology for the calculation of damage is based on the use of a single pa-

rameter, specifically, the distribution density of the ultimate strengths of structural elements. Defin-

ing the increment step for the macro strain axis, we draw segments of the stress-strain curve taking 

into account the changed properties on each interval. The influence of damage on the stress-strain 

curve is observed. Uniaxial stress-strain diagram calculation for the exponential distribution of ul-

timate microstructure strengths in a model material is studied using the proposed methodology. 
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Предложена модель микронеоднородной среды со случайными свойствами элементов 

микроструктуры и поврежденностью, возникающей при деформировании структурно-

неоднородных материалов. Поврежденность микроструктуры рассчитывается как вероят-

ность превышения в элементах микроструктуры  случайного напряжения над случайным 

пределом прочности. Приведена методика расчета поврежденности, основанная на использо-

вании одного параметра, а именно, плотности распределения пределов прочности структур-

ных элементов. Расчет поврежденности  дает возможность на каждом шаге нагружения 

находить макроскопические свойства композита и строить соответствующие участки диа-

граммы деформирования. Показано влияние поврежденности на диаграмму деформирования. 

В качестве примера применения методики выполнены расчеты диаграммы одноосного рас-

тяжения для экспоненциального закона распределения пределов прочности микроструктуры 

модельного материала. 

Ключевые слова: случайные свойства, поврежденность микроструктуры,  предел 

прочности, диаграммы деформирования. 

1. Введение 

Значительный интерес в настоящее время проявляется к разработке многоуровневых 

моделей конструкционных материалов [1–6]. Изучение влияния свойств микроструктуры ме-

таллов проводится на моделях, учитывающих микро- и макросвойства деформируемой сре-

ды. Металлы рассматриваются как частный случай стохастических композиционных матери-

алов [7–11]. Элементы на макроуровне обладают постоянными детерминированными свой-

ствами. Элементы микроструктуры – это элементы второго порядка малости. Они обладают 

случайными деформационными и прочностными свойствами. 

Методы прогнозирования деформационных свойств композитов различной структуры 

достаточно хорошо разработаны [7, 9, 10].  Для анализа неоднородности микроструктуры 

композита используются методы теории вероятностей. В большинстве работ при этом рас-

сматриваются двухкомпонентные композиты с дискретными законами распределения. При 

этом применение непрерывных распределений предоставляет значительно больше возмож-

ностей для исследования [10]. Данные экспериментов позволяют найти параметры распреде-

ления случайных свойств микроструктуры материала [7, 12]. При этом изучаются микро-

шлифы металлов, распределение легирующих элементов, анализируется наличие микропо-

лостей и микротрещин [13, 14]. Используются методы металлографии и электронной микро-

скопии. 
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В процессе эксплуатации развивается поврежденность элементов микроструктуры. 

Многомасштабные критерии разрушения были получены для хрупких сред в работах [4,5]. 

На ранних стадиях разрушение имеет рассеянный,  дисперсный характер [15–17]. Свойства 

микроструктуры при этом можно считать статистически независимыми. Относительное чис-

ло разрушенных элементов микроструктуры находится с помощью  микроструктурного 

условия прочности. Это условие зависит от вида нагружения материала и включает парамет-

ры распределения случайных микроструктурных напряжений [11, 18].  

Накопление поврежденности в ходе нагружения влияет на связь между напряжениями 

и деформациями и приводит к постепенной деградации свойств материала. На начальной 

стадии упругого деформирования в микроструктуре возникает незначительная поврежден-

ность [9, 19, 20], которой, как правило, пренебрегают. Дальнейшее развитие поврежденности 

уже оказывает существенное влияние, что отражается нелинейной зависимостью напряже-

ний и деформаций. Таким образом, микроструктура и её поврежденность определяют свой-

ства структурно-неоднородных материалов и, в конечном итоге, эксплуатационные возмож-

ности элементов конструкций. 

В данной работе сделана попытка, опираясь на некоторые известные положения ме-

ханики структурно-неоднородных материалов, а также на полученные оригинальные резуль-

таты, построить методику расчета поврежденности микроструктуры и на этой базе создать 

алгоритм прогнозирования диаграммы связи напряжений и деформаций, отражающей упру-

гую и неупругую стадии деформирования. Особенность исследования заключается в том, что 

используется только один параметр, а именно, плотность распределения пределов прочности 

элементов микроструктуры. 

2. Поврежденность микроструктуры материалов 

В исследовании используется математическая модель микронеоднородной среды, со-

держащей элементы одного типа – упруго-хрупкие. Рассмотрим элементарный макрообъем 

материала, состоящий из множества элементов микроструктуры, размеры которых суще-

ственно меньше размера данного макрообъема.  

Свойства элементов микроструктуры имеют случайный характер, и, следовательно, 

их пределы прочности определяются случайной величиной S(X), где Х – точка микрообъема.  

Микроструктурный предел прочности S(Х) определяется в зависимости от вида напряженно-

го состояния. В общем случае рассматривается тензорная форма записи напряжений [11]. В 

различных теориях прочности понятие предела прочности определяется как предельно допу-

стимое значение некоторой функции компонентов тензора напряжений. Для такой функции 

обычно используется термин эквивалентное напряжение. Для произвольного напряженного 

состояния случайную величину S(X) представим как предельно допустимое значение эквива-

лентных напряжений в элементах микроструктуры. 

Пусть в результате воздействия внешних усилий в микрообъеме возникло случайное 

поле напряжений, характеризуемое случайным эквивалентным напряжением (X). Тогда 

микроструктурное условие прочности можно представить как разницу между случайным эк-

вивалентным напряжением  (X)  и случайным пределом прочности S(X): 

w(X) =  ( X ) – S (X). 

Если параметр w(X)  0, то напряжение в точке Х больше предела прочности, поэтому 

в элементе микроструктуры произойдет разрушение. При w (X)  0 разрушение не происхо-

дит, так как напряжение находится в допустимой области безопасных значений. 

Множество реализаций случайной величины ограничено (в силу естественных причин 

0  S (X)  ∞,  0   ( X )  ∞) и обладает мощностью континуума. Поэтому эти реализации 

полностью заполняют некоторый отрезок [a, b] на действительной оси 0x, причем  
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a ≤ 0 ≤ b. Пусть известна плотность распределения )(xfw непрерывной случайной величины  

w, тогда поврежденность микроструктуры q (объемное содержание разрушенных элементов 

микроструктуры) равна 

dxxfq w )(
0




. (1) 

Упростим задачу, полагая, что реализовано однородное (неслучайное) поле напряже-

ний с эквивалентным детерминированным напряжением . Тогда в элементе микрострукту-

ры произойдет разрушение, если   w(X) =  – S (X)  0. Реализации непрерывной случайной 

величины S расположены в отрезке [S1, S2], где S1 – прочность самого слабого элемента мик-

роструктуры; S2 – наиболее крепкого (S1  0, S2  0). Если на этом отрезке задана плотность 

распределения случайной величины S, которая естественно совпадает по своим характери-

стикам с плотностью случайной величины w, то поврежденность вычисляется по формуле 

dxxfq
S

)(

1




, (2) 

являющейся результатом преобразования формулы (1). 

Приведем расчет поврежденности, предполагая, что случайная величина S распреде-

лена по закону, близкому к экспоненциальному с плотностью распределения: 















 





1

1

1
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где S = <S (X)> – математическое ожидание пределов прочности. Тогда 








 


S

Sσ
exp1f(x)dxq 1

σ

S1

. 

На рис. 1 показан график плотности распределения предела прочности зерен микро-

структуры. Площадь заштрихованной области над интервалом [S1, ] равна относительной 

микроструктурной поврежденности.  

 

Рис. 1. Плотность распределения микроструктурного предела прочности 
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3. Макромодули поврежденного материала 

Модули микроструктуры являются случайными величинами. Это K(Х) – модуль объ-

емной деформации; G(X) – модуль сдвиговой деформации; E(Х) – модуль Юнга. Полагаем, 

что коэффициент Пуассона  – детерминированная величина, одинаковая для любого эле-

мента микроструктуры. Математические ожидания модулей: E = <E(X)>, K = <K(X)>, 

G = <G(X)>. Тензор случайных модулей упругости Θ(X) выражается через случайные модули 

K(X) и G(X) следующим образом[9, 18]: 

Θ(X) = 3K(Х) V + 2G(Х)D, 

где V – объемная, D – девиаторная составляющие единичного тензора четвертого ранга I. 

При расчете макроскопических свойств материала к тензору средних модулей упруго-

сти C = <Θ(Х)> добавляется тензор поправок h [6, 9, 18]. 

h = 3 ΔKV + 2 ΔGD, 

где ΔK и ΔG поправки к средним модулям объемной ΔK и сдвиговой G деформации. В ре-

зультате получаем тензор эффективных модулей упругости С
~

 = C + h. 

Для пористых материалов, в которых часть микроэлементов разрушена, возможно 

ввести случайную индикаторную функцию (X), равную единице для неразрушенного мик-

роэлемента и нулю для разрушенного. Тогда p = < (X) > – относительное содержание целых 

подэлементов, а q = 1− p – поврежденность (относительное содержание разрушенных 

подэлементов). В работе [9] для таких материалов получены следующие выражения: 

.t))q(p(pqGG;d))q(p(pqKK
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Полученные ряды являются геометрическими прогрессиями. Для их сходимости до-

статочно условия max { pd, qd, pt, qt } < 1. Суммируя прогрессии, получим 
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териала KKK 
~

, GGG 
~

: 

     
.

1
1

~
;

1
1

~























tqtp

qt
pGG

dqdp

qd
pKK  

Этот же результат можно выразить через средний модуль Юнга и коэффициент Пуас-

сона: 
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Пользуясь известными формулами [20], найдем макромодули (эффективные модули)

~ ,
~
E : 

GK

GK

GK

GK
E ~

2
~

6

~
2

~
3~          ;~~

3

~~
9~







  . (4) 

На рис. 2 представлена зависимость макромодуля Юнга E
~

 от поврежденности q при 

различных значениях коэффициента Пуассона ν. Начальный модуль Юнга сплошного мате-

риала принят равным единице. Чем больше начальный коэффициент Пуассона, тем быстрее 

накапливаются изменения от q. С приближением критической поврежденности макромодуль 

E
~

 переходит в область отрицательных значений.  

 

Рис. 2. Зависимость макромодуля Юнга E от поврежденности микроструктуры q  

при различных коэффициентах Пуассона: 1 – ν = 0,35; 2 – ν = 0,31; 3 – ν = 0,27 

4. Поврежденность микроструктуры и диаграмма деформирования при одноосном  

растяжении 

Осуществим теперь одноосное растяжение структурно-неоднородного материала с 

начальным макромодулем Юнга E и коэффициентом Пуассона . Случайный предел прочно-

сти S (X) представляет собой случайное временное сопротивление разрыва для одноосного 

растяжения с математическим ожиданием (средним значением) S. Деформирование произво-

дим поэтапно по жесткой схеме, задавая однородную по объему макродеформацию растяже-

ния e = ei = i e (i = 1, 2, …n, e – const). Тогда на каждом (i+1)-м этапе макронапряжение 

определяется выражением 

 = i+1 = i + iE
~

(qi)∙e. (5) 

Здесь iE
~

 – макромодуль, вычисленный для поврежденности qi, достигнутой на 

предыдущем этапе.  

Таким образом, зависимость напряжения от деформации можно рассчитать, используя 

следующий алгоритм. Пусть на i-м шаге известны величины i , ei , iE
~

. Производя догруже-

ние по формуле (5), находим i+1. Затем по формуле (2), где  = i+1 для известной плотности 

распределения пределов прочности микроэлементов вычисляем поврежденность qi+1. Нако-
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нец, по формулам (3, 4) определяем новое значение макромодуля 1

~
iE . После этого осу-

ществляем следующее догружение и так далее. 

На рис. 3 показаны результаты расчетов поврежденности материала при E = 100 ГПа, 

 = 0,31, e = 0,002. Пусть S1 = 80 МПа – прочность самого слабого элемента микрострукту-

ры. Пределы прочности микроструктуры подчиняются экспоненциальному закону распреде-

ления, заданному выше. Рассмотрим три варианта значений математического ожидания пре-

дела прочности: 1 – S = 250 МПа; 2 – S = 300 МПа; 3 – S = 400 МПа. Отметим, что быстрее 

всего развивается поврежденность для материала с низким уровнем математического ожида-

ния прочности, что соответствует кривой 1 на рис. 3. 

 

Рис. 3. Зависимость поврежденности от величины деформации  

при различных параметрах распределения пределов прочности микроструктуры:  

1 – S = 250 МПа; 2 – S = 300 МПа; 3 – S = 400 МПа 

На рис. 4 представлены зависимости между напряжениями и деформациями для тех 

же самых параметров. 

 

Рис. 4. Диаграммы деформирования при различных параметрах распределения  

пределов прочности микроструктуры:  

1 – S = 250 МПа; 2 – S = 300 МПа; 3 – S = 400 Мпа 
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5. Заключение 

Разработана методика расчета поврежденности материала, опирающаяся на использо-

вание плотности распределения пределов прочности его микроструктурных элементов. При-

веден алгоритм прогнозирования диаграммы деформирования материала по заданной плот-

ности распределения пределов прочности элементов микроструктуры. Данные результаты 

открывают возможность проектирования материалов с наперед заданными свойствами при 

варьировании свойств микроструктуры. Также, используя изложенную теорию, можно вый-

ти на решение обратной задачи – определения параметров микроструктуры по эксперимен-

тально построенной макродиаграмме деформирования. 
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Prediction of the physical and mechanical properties of nanostructured materials is generally 

realized within discrete atomistic simulation. Such approach often provides a unique way of study-

ing nanomaterials and requires some restrictions imposed on the used interatomic potentials. A huge 

amount of different potentials has been used; namely, pairwise, many-particle potentials, the em-

bedded atom method, covalent bond potentials etc. It is well known that, in some cases, computed 

mechanical properties may differ from experimental data even qualitatively. The paper aims at the 

demonstration of the ability of different potentials to explain elastic anisotropy by studying invari-

ant representation of the tensor of elastic moduli in the exact form, which has been built using dif-

ferent potentials of interatomic interaction. This makes it possible to study the abilities of different 

potentials in order to describe the anisotropy of elastic response. The paper demonstrates the ability 

of two-particle or multi-particle potentials of interatomic interaction on the basis of the Morse po-

tential for the description of the anisotropy of elastic material properties using the obtained invariant 

representation with an example of two-dimensional quasi-crystalline structures. The pairwise poten-

tials, in contrast to the many-particle embedded atom potential, are shown to be unable to explain 

elastic anisotropy. 

Keywords: discrete-atomistic approach, elastic anisotropy, plain quasi-crystals, many-

particle potentials, embedded atom method, generalized Morse potential. 
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ОПИСАНИЕ УПРУГОЙ АНИЗОТРОПИИ КВАЗИКРИСТАЛЛИЧЕСКИХ СТРУКТУР 

С ПОМОЩЬЮ ДИСКРЕТНО-АТОМИСТИЧЕСКОГО ПОДХОДА 

С. С. Стволова*, И. Ю. Зубко 

Пермский национальный исследовательский политехнический университет,  
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Прогнозирование физико-механических свойств наноструктурированных материалов 

в рамках дискретно-атомистического моделирования, зачастую представляющего собой 

единственный способ исследования таких объектов, накладывает ряд требований на исполь-

зуемые потенциалы межатомного взаимодействия. В частности, используемые потенциалы 

должны описывать анизотропию механических свойств кристаллических материалов. Из-

вестно множество потенциалов различного типа – двух- и многочастичные, метод погружен-

ного атома, потенциалы ковалентной связи. Получаемые с их помощью оценки механиче-

ских свойств в ряде случаев могут даже качественно отличаться от экспериментальных дан-

ных. Для демонстрации возможностей различных потенциалов описывать анизотропию 

упругих свойств кристаллических материалов в работе получено инвариантное представле-

ние тензора упругих модулей в виде конечных сумм для потенциалов произвольного типа. 

Это позволяет исследовать возможности различных потенциалов описывать анизотропию 

упругого отклика. С помощью полученного инвариантного представления тензора линейно-

упругих модулей на примере двумерных квазикристаллических структур продемонстрирова-

ны возможности нескольких двух- и многочастичных потенциалов, построенных на основе 

предложенной авторами модификации потенциала Морзе. Показано, что в отличие от много-

частичного потенциала погруженного атома, парные потенциалы в принципе не могут опи-

сать анизотропии упругих свойств. 

Ключевые слова: дискретно-атомистическое моделирование, упругая анизотропия, 

плоские квазикристаллы, многочастичные потенциалы, метод погруженного атома, обоб-

щенный потенциал Морзе. 

1. Введение 

В связи с широким применением новых армированных наночастицами композицион-

ных и других наноструктурированных материалов возникает необходимость прогнозирова-

ния их физико-механических свойств. Классические подходы механики континуума напря-

мую не применимы к таким объектам, как отдельная наночастица или элемент нанострукту-

рированного материала. Однако тела с малым числом атомов являются удобным объектом 

для изучения в рамках дискретно-атомистических подходов. В работе рассматриваются ма-

териалы с кристаллическим строением с произвольным типом связи, потенциал межатомно-

го взаимодействия для которой записывается в виде, допускающем применение как потенци-

ала погруженного атома для металлической связи, так и многочастичных потенциалов, ис-

пользуемых при описании ковалентной связи в углеродных материалах. Целью работы явля-

ется исследование возможности потенциалов различного типа описывать анизотропию тен-

зора линейно-упругих свойств. 

При постановке задачи оценки упругих свойств наночастиц используются понятия 

механики сплошной среды, которые к подобным объектам с дискретным строением напря-
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мую применять нельзя. Будем считать, что образцу конечного размера ставится в соответ-

ствие упругое сплошное тело, проявляющее аналогичную реакцию на приложение внешних 

механических воздействий. Для определения деформаций кристалла задаются две его кон-

фигурации – начальная и текущая. Однородной деформацией кристаллического нанообразца 

назовем изменения длин и углов между прямыми линиями, соединяющими атомы, и описы-

ваемые однородным тензором второго ранга, который соответствует аффинору F, использу-

емому в механике континуума. Пусть Rk – радиус-вектор произвольного k-го атома образца в 

начальной конфигурации, тогда в текущей конфигурации его положение задается вектором 

rk=F·Rk (правило Коши-Борна [1, 2]). Задача определения упругих модулей наночастиц рас-

сматривается в энергетической постановке, согласно которой плотность потенциальной 

энергии деформированного кристаллического образца приравнивается плотности упругой 

энергии тела и искомые упругие модули находятся как ее вторые производные по парамет-

рам деформирования вблизи отсчетной конфигурации. 

При описании малых упругих деформаций твердых тел в большинстве работ исполь-

зуется модель линейно-упругой среды, когда в качестве меры деформаций рассматривается 

линейный тензор малых деформаций. Закон Гука для анизотропного линейно-упругого тела 

имеет вид линейной связи тензора напряжений Коши σ и тензора ε, задаваемой с помощью 

анизотропного тензора четвертого ранга Π линейно-упругих свойств материала: 

 σ=П:ε. (1) 

При использовании симметричных σ и ε тензор Π симметричен относительно пере-

становок внутри первой и последней пар индексов: 

 
ijkl jikl ijlk   . (2) 

Массовая плотность внутренней энергии u совпадает при отсутствии тепловых явле-

ний с плотностью упругой энергии и для линейно-упругой среды имеет вид: 

 1 1
2 2

ˆ : : :u   П    . (3) 

Эта величина представляет собой положительно определенную квадратичную форму, 

т.е. 𝑢 > 0 при 𝛆 ≠ 𝟎 и 𝑢 = 0 при 𝜺 = 𝟎. Отсюда следует дополнительная симметрия Π отно-

сительно перестановки пар индексов: 

 
ijkl klji  . (4) 

Компоненты тензора Π (упругие модули) в анизотропном случае имеют ясный физи-

ческий смысл в материальных осях, связанных со структурой материала, например в кри-

сталлографических осях для монокристаллов или в осях, связанных с ориентацией армиру-

ющих элементов композиционного материала. Использование тензора малых деформаций 

подразумевает при замене системы отсчета допустимость наложения только малого поворота 

системы отсчета, поэтому закон (1) применим лишь для деформируемых тел, не испытыва-

ющих (больших) поворотов относительно инерциальной системы отсчета, в которой решает-

ся задача. По отношению к малым поворотам тензор ε является инвариантным. Второй тен-

зор напряжений Пиолы-Кирхгофа связан с тензором напряжений Коши как 𝛔 = J−1F ∙ PП ∙ F
Т 

[3] и при малых упругих искажениях выражается через линейный тензор деформаций 

𝛆 = (𝐅 + 𝐅T) 2 − I⁄  : 

 
II :P H ε . (5) 
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2. Энергетический подход при дискретно-атомистическом моделировании 

В общем случае потенциальная энергия системы взаимодействующих атомов [4] 

представляется как сумма 

 

1 2 1

1 ( ) 2 ( ) 3 ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 1

( ) ( ) ( , , ) ... ,
M M M M M M

i ji ji ki kj

i i j i i j i k j

  

        

          R R R R R  (6) 

где R(i) – радиус-вектор, задающий положение i-го атома; 𝐑(ij) = 𝐑(j) − 𝐑(i); M – полное чис-

ло атомов образца; Φ1(R(i)) – часть потенциальной энергии атомов, которая не зависит от их 

взаимодействия, а определяется полем некоторой внешней силы; Φ2(𝐑(ij)) – потенциальная 

энергия парного взаимодействия или двухчастичный потенциал; Φ3(𝐑(ij),𝐑(ki),𝐑(kj)) – трех-

частичный потенциал. Двухчастичный потенциал межатомного взаимодействия характери-

зует изменение потенциальной энергии при изменении расстояния между парами атомов. 

Этот потенциал с помощью некоторой функциональной зависимости описывает, что при 

сближении два атома начинают отталкиваться, а при удалении притягиваться. Поскольку 

атомы нельзя сдвинуть бесконечно близко, то в ноле такая функция стремится к бесконечно-

сти. При увеличении расстояния между парой атомов эта функция выходит на горизонталь-

ную асимптоту, а сила взаимодействия, модуль которой равен тангенсу угла наклона каса-

тельной к графику функции Φ2(𝐑(ij)) стремится к нулю. Трехчастичный потенциал учитыва-

ет не только расстояние между двумя атомами, как в случае двухчастичного потенциала, но 

влияние конфигурации ближайших атомов. Заметим, что силы взаимодействия каждого вы-

бранного атома со всеми остальными атомами образца, вычисляемые с помощью двухча-

стичного потенциала, аддитивны. Для многочастичных потенциалов аддитивности сил взаи-

модействия нет. В рассматриваемом случае действие внешних сил не рассматривается, по-

этому далее Φ1(R(i)) = 0. 

При исследовании механических свойств кристаллов рассматриваются конфигурации 

с однородным распределением атомов, каждая из которых характеризуется набором пара-

метров межатомного расстояния (для простых решеток это один параметр, для сложных ре-

шеток параметров может быть несколько). Принимается, что отсчетная конфигурация явля-

ется равновесной и может быть определена из условия минимума потенциальной энергии 

набора взаимодействующих атомов по параметрам решетки. 

Для расчета упругих модулей кристаллических систем в рамках энергетического под-

хода в статической постановке [5–7] принимается, что плотность упругой энергии и плот-

ность потенциальной системы взаимодействующих атомов кристалла в текущей конфигура-

ции совпадают. Тогда производные от плотности потенциальной энергии дискретной систе-

мы атомов по мерам деформации дадут выражения для вычисления компонент тензоров 

напряжений (с помощью первых производных) и компонент тензора линейно-упругих 

свойств (вторые производные). Пусть  F̂  – полная потенциальная энергия однородно де-

формированного кристаллического образца в текущей конфигурации. Энергия образца в от-

счетной конфигурации  I ˆ
о

 соответствует материалу с заданной кристаллической 

структурой и минимальным значением потенциальной энергии по параметрам решетки. От-

нося изменение полной потенциальной энергии деформированного кристаллического образ-

ца к его объему в отсчетной конфигурации  , получим плотность упругой энергии и тензор 

напряжений Пиолы-Кирхгофа:  

 
1 T 1 Tˆ ˆ( ( ) ) ( ) 

         P F F F F . (7) 
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Тензор напряжений Коши σ находится как 𝛔 = J−1F ∙ P, где ˆdet /J   F , т. е. 

тензор напряжений Коши 1 Tˆ ˆ ( )  σ F F F . 

Рассмотрим представление потенциальной энергии в случае учета только двухчастич-

ного взаимодействия, используя для простоты вместо набора векторов, соединяющих раз-

личные пары атомов, обозначение ∆𝐑 и ∆𝐫 в двух конфигурациях:  

Tˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )              F r F R R F F R , 

где ∑(∙) — упрощенное обозначение суммы потенциалов (6). Производная по тензору де-

формационного градиента F в этом случае приводит к выражению: 

 
1T T T

o
ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )


                    P F F r R F F R F r r R r , 

следовательно, для тензора напряжений Коши получим выражение 

 1ˆ ˆ ( )       σ r r r r , 1

II o
ˆ ( )      P r R R r , (8) 

симметричное для любого потенциала межатомного взаимодействия. 

При учете многочастичного взаимодействия в методе погруженного атома [8–10] по-

тенциальная энергия системы атомов определяется выражением, в котором учтено, что от-

талкивание всех атомов описывается согласно закону парного взаимодействия, а притяжение 

описывается нелинейной функцией γ(.), задающей влияние окружения произвольного атома 

(функция погружения). Окружение определяется множеством Si номеров атомов, участвую-

щих в формировании электронного газа вокруг i-го атома: 

  1

( ) ( )1 1 1

ˆ ( ) ( ) ( )
i

M M M

ji jii j i i j S

  

    
        F r r . (9) 

Производная от первого слагаемого даст выражение, аналогичное полученной ранее 

сумме. Второе слагаемое – при использовании обозначений (φ−(𝐫(ij)))
′

≡ 𝐟(ij)
− : 

    T

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
i i i

ij ij ij ijj S j S j S
d d  

  
      r F r R f ; 

   111

o ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
( )

i

M M M

ij ij ij ij iji j i i j S

  

    
       P r R r R f ; 

   111

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1

ˆ ( )
i

M M M

ij ij ij ij iji j i i j S

  

    
       σ r r r r f ; (10) 

   111

II o ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
( )

i

M M M

ij ij ij ij iji j i i j S

  

    
       P r R R R F , (11) 

где 𝐅(ij)
− ≡ 𝐅−1 ∙ 𝐟(ij)

− . Так как вектор 𝐟(ij)
−  (или 𝐅(ij)

− ) не обязательно направлен вдоль 𝐫(ij) (или 

R(ij)), то получаемые тензоры (10–11) могут быть несимметричными. 

Для вычисления упругих модулей в несимметричном случае при малых деформациях 

необходимо найти производную от тензора напряжений (11): 
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   112 2 1

o ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
/ ( )

i

M M M

ij ij ij ij iji j i i j S
d u d d d

  

    
        F r r R f R F . 

В итоге получим тензор четвертого ранга: 

 

     

( )

o II ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3
1 ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

( ) ( ) ( )

,
i i i

ij k

ij ij ij ij k ij ij

i j M ijij

M k

ij ij ij ij ij k ij iji j S j S j S

  

  

 

   

      
      

  

     



   

r
P F r R r R e R e R

rr

R f R f g e R e R

 

где 𝐞𝑘 – векторы фиксированного пространственного базиса; производные 𝛾′ и 𝛾′′ функции γ 

имеют аргумент ∑ φ−
j∈𝑆𝑖

(𝐫(ij)), а тензор второго ранга 𝐠(ij) определен как 𝐠(ij) ≡

𝜕f(ij)
− 𝜕𝐫(ij) = 𝜕2φ− (𝐫(ij)) 𝜕𝐫(ij)

2⁄⁄ . При малых деформациях F→I инвариантное представление 

тензора H линейно-упругих модулей для кристаллического материала в отсчетной конфигу-

рации имеет вид: 

 

     

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3
1 ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

( ) ( ) ( )

,
i i i i

ij k

ij ij ij ij k ij ij

i j M ijij

M k

ij ij ij ij ij k ij iji j S j S j S j S

  



  

 

    

      
    

  

     



    

R
H R R R R e R e R

RR

R F R F G e R e R

 (12) 

где G(ij) = 𝜕2φ− (𝐑(ij)) 𝜕𝐑(ij)
2⁄ ; F(ij)

− = 𝑑φ− (𝐑(ij)) 𝑑𝐑(ij)⁄ . В общем случае выражение (12) не 

обладает симметрией в парах первых и вторых диад, которая возможна только в случае 

F(ij)
− ∥ 𝐑(ij). Без учета погружения 𝛾(𝑥) = −1 2𝑥⁄ : 

 

 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3
1 ( )( )

( ) ( ) ( )

1

( ) ( ) ( )

.

ij k

ij ij ij ij k ij ij

i j M ijij

k

ij k ij ij

i j M

  



  

  

      
    

  

 





R
H R R R R e R e R

RR

G e R e R

 

3. Исследование упругой анизотропии для различных потенциалов 

Рассмотрим применение полученных соотношений в частном случае двумерных ква-

зикристаллических структур. Для описания металлической связи в дискретно-

атомистическом моделировании используется метод погруженного атома [8–10], являющий-

ся примером многочастичного потенциала. Для того чтобы группы атомов взаимодействова-

ли на большом расстоянии согласно экспериментальным законам (описываются потенциала-

ми Морзе или Ми [11]), а на малых расстояниях учитывалась металлическая (многочастич-

ная) связь, предлагается модификация метода, основанная на применении обобщенного по-

тенциала Морзе: 
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1

( ) ( )

1 1

1

( )

1 1,

1
exp (1 )exp

exp ,
2

M M

ji ij ji

i j i

p
M M p

ij ji

i j j i

n m m c n
m n

m
c n



  

  


         

  

 
   
  



 

r r

r

 (13) 

где M – число всех атомов образца; 𝑚,𝑛 ∈ ℤ; 𝑐ij ∈ {0,1}; 𝑝 ∈ {1,2}; 𝑐ij = 1 для атомов, участ-

вующих в образовании электронного газа вблизи положения i-го атома; 𝑐ij = 0 для всех 

остальных атомов. Размер окрестности для учета соседей может быть от одной до несколь-

ких координационных сфер. Также заданием параметров 
ijc , учитывающих для каждого 

атома взаимное притяжение к нему трех ближайших соседей, может быть описана и кова-

лентная связь [7]. При 𝑝 = 1 и любом числе атомов или для двух изолированных атомов 

2M   и любого p потенциал (13) совпадает с обобщенным потенциалом Морзе: 

       
1

( ) ( )

1 1

1
exp exp

M M

ji ji

i j i

n m m n
m n



  


       

 
 r r . (14) 

При условии, что для всех атомов 𝑐ij = 0 также получается обобщенный потенциал 

Морзе, при 𝑝 = 2 получается аналог потенциала Финниса-Синклэра [9]. Параметр  задает 

равновесное расстояние для изолированной пары атомов;  – энергия связи этих двух ато-

мов. При 𝑚 = 2 и 𝑛 = 1 получается классический потенциал Морзе: 

       
1

( ) ( )

1 1

1
exp 2 2exp

M M

ji ji

i j im n



  


      

 
 r r . 

Для плоских квазикристаллических структур с осями симметрии различного порядка 

(рисунок) получено, что при использовании парных потенциалов для оси симметрии любого 

порядка, кроме четвертого, тензор упругих свойств содержит только две ненулевые незави-

симые компоненты. При этом коэффициент Пуассона для этих структур равен 1/3, т.е. в дей-

ствительности получался только один независимый упругий модуль (таблица). Для кристал-

ла с осью симметрии 4-го порядка коэффициент Пуассона отрицателен и существует два не-

зависимых упругих модуля. Во всех случаях начальная равновесная конфигурация определя-

лась из условия минимума полной потенциальной энергии системы по параметру a меж-

атомного расстояния (рисунок). Объемная плотность упругой энергии структур определя-

лась по отношению к площади образцов. Известная из экспериментов и теоретических оце-

нок зависимость механических свойств от размеров тела наблюдалась и для рассмотренных 

структур, хотя отдельно этот вопрос не исследовался, поскольку целью была проверка спо-

собности различных потенциалов описывать анизотропию упругих свойств, характер кото-

рой не связан с размерами образца. 
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а б в г 

Элементы плоских квазикристаллических структур с осями симметрии: 

а – 4-го порядка; б – 5-го порядка; в – 6-го порядка; г – 7-го порядка 

Значения упругих модулей, коэффициента Пуассона и модуля Юнга при различных 

потенциалах межатомного взаимодействия и коэффициентах m и n 

Потенциал 
Ось симметрии 

4-го порядка 5-го порядка 6-го порядка 7-го порядка 

Потенциал 

Морзе 

2m  , 1n  , 

3.14   

1111 2222

225.52 /

H H 

  
 

1122 1212

22.63 /

H H 

   
 

227.27 /E   

 

0.09    

1111 2222

222.78 /

H H 

  
 

1122 1212

27.59 /

H H 

  
220.25 /E     

1/ 3   

1111 2222

224.48 /

H H 

  
 

1122 1212

28.16 /

H H 

  
221.76 /E     

1/ 3   

1111 2222

222.41 /

H H 

  
 

1122 1212

27.47 /

H H 

  
 

219.92 /E     

1/ 3   

Потенциал 

Морзе 

5m  , 4n  , 

3.14   

1111 2222

2131.0 /

H H 

  
 

1122 1212

22.00 /

H H 

   
 

2131.0 /E     

0.01    

1111 2222

2125.9 /

H H 

  
 

1122 1212

241.98 /

H H 

  
2111.9 /E     

1/ 3   

1111 2222

2191.3 /

H H 

  
 

1122 1212

263.77 /

H H 

  
2170.1 /E     

1/ 3   

1111 2222

2111.8 /

H H 

  
 

1122 1212

237.26 /

H H 

  
 

299.35 /E     

1/ 3   

Потенциал 

(13) 

2m  , 1n  , 

3.14  , 

2p  , 1ijc   

1111 2222

22.95 /

H H 

  
 

2

1122 2.03 /H   
2

1212 0.06 /H    
21.55 /E     

0.69   

1111 2222

22.77 /

H H 

  
 

2

1122 2.63 /H   
2

1212 0.07 /H   
20.27 /E     

0.95   

1111 2222

22.86 /

H H 

  
 

2

1122 2.81 /H   
2

1212 0.03 /H   
20.10 /E     

0.98   

1111 2222

22.80 /

H H 

  
 

2

1122 2.42 /H   
2

1212 0.19 /H   
20.71 /E     

0.86   

Из условия положительной определенности тензора линейно-упругих свойств H для 

двумерной среды, как в рассмотренных примерах, следуют ограничения 𝐸 > 0, 𝜈 ∈ (−1;1). 

Модуль Юнга определяется соотношением 𝛦 = (𝐻1111
2 − 𝐻1122

2 ) 𝐻1111⁄ ; коэффициент Пуассо-

на – 𝜈 = 𝐻1122 𝐻1111⁄ . При использовании потенциала (13) погруженного атома для различ-
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ных двумерных структур вне зависимости от значений параметров потенциал получалось 

одинаковое число независимых модулей. Это число лишь частично соответствует результа-

там линейной теории упругости [12]. Отличие от классических результатов для двумерной 

среды дает структура с осью симметрии 6-го порядка, которая должна описываться только 

двумя независимыми ненулевыми упругими модулями. Метод погруженного атома при этом 

дает три независимых компоненты тензора упругих свойств. Также для всех рассмотренных 

случаев при использовании потенциала (13) получается заниженное значение сдвигового мо-

дуля G=H1212. Эти особенности требуют дополнительного исследования. Тем не менее для 

более сложных случаев симметрии метод погруженного атома, в отличие от парных потен-

циалов, дает физически более корректные результаты. 

4. Заключение 

Для тензора упругих модулей, вычисляемого  в статическом подходе при дискретно-

атомистическом моделировании, получена инвариантная запись. С помощью этого представ-

ления в работе показано, что парные потенциалы позволяют описать только изотропию 

упругих свойств, поэтому их применение для кристаллических тел не всегда допустимо. На 

примере предложенной авторами статьи модификации метода погруженного атома и обоб-

щенного потенциала Морзе показано, что многочастичные потенциалы позволяют более 

адекватно прогнозировать упругую анизотропию кристаллов. 
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The manufacture of composite products often requires using combinations of several materi-

als, forming a multilayer structure with the layers stacked in different direction, proper selection of 

the stacking sequence, etc. Due to these features, the process of developing composite structures is 

more time-consuming than the production of conventional materials. 

This paper describes a method for selecting the optimal characteristics of a composite mate-

rial by studying the behavior of the structure under complex dynamic loads. The results of numeri-

cal simulation have been used to develop a model of a dynamically loaded composite shell of revo-

lution with optimal material characteristics. 

Keywords: composite materials, calculation of cylindrical shells, basalt fiber, ANSYS. 
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ОПТИМИЗАЦИЯ СХЕМЫ АРМИРОВАНИЯ КОМПОЗИТНОЙ  

ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ ПРИМЕНИТЕЛЬНО  

К ДИНАМИЧЕСКИМ УСЛОВИЯМ НАГРУЖЕНИЯ 
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Для создания композитных изделий часто требуется применение комбинаций из не-

скольких материалов, использование большого количества слоев, уложенных в различных 

направлениях, правильного подбора последовательности их укладки и т.д. Эти особенности 

делают процесс разработки конструкций из композиционных материалов значительно более 

трудоемким в сравнении с изделиями из традиционных материалов. 

В работе описана методика выбора оптимальных характеристик материала изделия из 

композиционного материала путем исследования поведения конструкции под действием 

комплекса динамических нагрузок. В ходе проведения расчета на основе выходных данных 

была разработана модель оболочки вращения под действием динамической нагрузки с опти-

мальными свойствами композиционного материала. 

Ключевые слова: композиционные материалы, расчет цилиндрических оболочек, ба-

зальтовое волокно, ANSYS. 

1. Введение 

Объект исследования работы – моделирование эксперимента по динамическому гид-

ронагружению оболочки вращения из композитного материала. 

Цель работы – оптимизация угла намотки образца для минимизации критических 

напряжений и деформаций в конструкции при действии нагрузки (импульса нагружения). 

В настоящее время исследованию характеристик композиционных материалов и 

определению напряженно-деформированного состояния (НДС) конструкции уделено боль-

шое внимание в научной литературе. Например, в статье [1] рассматривалось поведение 

композитных образцов из базальтового волокна при различных видах нагружения. Были 

определены свойства композита, такие как прочность на изгиб, жесткость, статическая и ди-

намическая вязкость разрушения. С помощью микроскопа был проанализирован характер 

разрушения. 

В работах [2, 3] рассматривалось применение тканых композитов из базальтопластика 

в автомобиле- и машиностроении. У композитных образцов были определены модуль Юнга, 

предел прочности на сдвиг и сжатие. Также уделено внимание межфазному взаимодействию 

волокна и связующего, были рассмотрены зависимости содержания волокна и связующего. 

В [4] определено НДС при моделировании соединения металлического фланца с ком-

позитным цилиндрическим корпусом РДТТ с применением программного комплекса 

ANSYS. Получены зависимости формы шипа фланца от величины нагрузки внутренним дав-

лением. Результаты моделирования показали значительное повышение механических харак-

теристик соединения с минимальными расходами на проектирование. 

В основе диссертационной работы [5] проведено исследование несущей способности 

петлевых соединений оболочек из композиционных материалов с металлическими включе-

ниями. 
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В представленной работе при помощи средств пакета Ansys Workbench была создана 

параметрическая трехмерная модель рассматриваемого композитного изделия, полученного 

методом намотки. В модуле Composite PrepPost была смоделирована перекрестно-

армированная слоистая структура образца. В связи с условиями работы натурного образца 

созданной расчетной модели в качестве используемого материала были выбраны стеклово-

локно и базальтовый ровинг. 

При варьировании угла армирования в модели был проведен анализ изменения НДС, 

что позволило определить оптимальный угол намотки и локализовать элементы модели с 

максимальными значениями напряжений. 

В работе поэтапно были выполнены следующие задачи: 

• создана модель многослойной структуры оболочки вращения; 

• проведен анализ НДС оболочки, нагруженной динамическим давлением; 

• в ходе постановки нескольких задач был определен оптимальный угол намотки образца. 

2. Постановка задачи и методы решения 

Материал конструкции представляет собой композит с ортотропными свойствами, из 

набора слоев с перекрестной намоткой для базальтового волокна (±φ) и слоя кольцевой 

намотки из стекловолокна. Эффективные свойства однонаправленных базальтового и стек-

ловолокна задавались в цилиндрической системе координат и представлены в таблице. 

Эффективные упругие свойства базальтового и стекловолокна 

Свойства ортотропного материала Базальтовое волокно Стекловолокно 

Модуль Юнга Еr, МПа 80 527 71 144 

Модуль Юнга Еθ, Еz, МПа 20 706 18 294 

Коэффициент Пауссона rθ, rz 0,26 0,26 

Коэффициент Пауссона θz 0,35 0,36 

Модуль сдвига rθ, rz, МПа 7400 6100 

Модуль сдвига θz, МПа 5500 4900 

В расчете было рассмотрено поведение материала конструкции при заданных различ-

ных значениях нагрузки, соответствующих нагружению оболочки в различные моменты 

времени, которые определялись по данным датчика давления из эксперимента по динамиче-

скому испытанию на копре. Был произведен анализ выходных данных и определена схема 

армирования, при которой максимальные значения напряжений и деформаций в каждом рас-

чете были наименьшими в сравнении с другими схемами. 

Рассматриваемая конструкция представляет собой оболочку вращения в форме «ра-

кетного двигателя». Со стороны днища (левого торца) модель жестко закреплена, со стороны 

сопла (правого торца) – свободна. С внутренней части приложено равномерно распределен-

ное давление на стенки оболочки (рис. 1). Постановка задачи заключалась в повторении 

натурных испытаний, проводимых по схеме, представленной на рис. 1. 
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Рис. 1. Схема задания граничных условий и нагрузки на оболочку 

Зависимость амплитуды нагружения представлена на графике (рис. 2). Максимальная 

величина давления достигает 60 МПа, длительность импульса равнялась 10 мс. 

 

Рис. 2. Импульс нагружения 

3. Результаты и обсуждение 

Основная задача – постановка серии расчетов с одинаковыми граничными условиями 

и разными свойствами композиционного материала, зависящими от угла намотки φ, варьи-

руемому от 10° до 80° с шагом в 5°. В каждой задаче фиксировались максимальные значения 

компонент напряжений в цилиндрической системе координат. С помощью полученных дан-

ных был определен оптимальный угол армирования, при котором напряжения достигают 

наименьшие значения, чем при другом значении угла армирования. На рис. 3 представлены 

зависимости максимальных напряжений по трем компонентам в цилиндрической системе 

координат от угла намотки. 

Компоненты напряжений в трех взаимно перпендикулярных направлениях комбини-

ровались в критерий оптимальности с учетом нормировки каждой из компонент напряжений 

на максимальные, рассчитанные по следующей формуле: 

𝜎𝑘 =
𝜎𝑟

𝜎𝑟𝑚𝑎𝑥
+

𝜎𝜃
𝜎𝜃𝑚𝑎𝑥

+
𝜎𝑧

𝜎𝑧𝑚𝑎𝑥
, (1) 

где 𝜎𝑘 – расчетный коэффициент; 𝜎𝑟,𝜃,𝑧 – значение напряжений в модели при заданном угле 

намотки; 𝜎𝑟,𝜃,𝑧𝑚𝑎𝑥 – максимальные значения каждой компоненты напряжений в цилиндриче-

ской системе координат среди всех значений φ.  
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График зависимости коэффициента напряжений от угла намотки представлен на  

рис. 4. Угол намотки с наименьшим коэффициентом напряжений является оптимальным. Для 

цилиндрической части оболочки (именно в этой части модели напряжения были максималь-

ны) оптимальный угол армирования составил φ~43°. 

 

Рис. 3. График зависимости напряжений от угла намотки на цилиндрической части:  

1 – радиальные напряжения по r; 2 – окружные напряжения по θ; 3 – осевые напряжения по z 

 

Рис. 4. График зависимости коэффициента компонент напряжений от угла намотки 

4. Заключение 

Проведен анализ поведения тонкостенной цилиндрической оболочки из композитного 

материала под действием гидростатического давления в конечно-элементном пакете Ansys. 

В анализе рассмотрен случай напряженно-деформированного состояния материала осесим-

метричной оболочки, нагруженной равномерно-распределенным давлением на внутренних 

стенках оболочки согласно заданному импульсу нагружения с граничными условиями, по-

вторяющими схему закрепления образца, используемыми в натурных испытаниях. В работе 

рассмотрены зависимость роста напряжений от приложенного давления на внутренних стен-

ках в различные моменты времени согласно импульсу нагружения и изменение формы обо-

лочки. 

В ходе выполнения работы было проведено моделирование структуры композитного 

материала с использованием базальтовых и стеклопластиковых волокон с заданным углом 

армирования согласно схеме намотки. Угол намотки определен как входной параметр, при 

варьировании которого определялись наименьшие максимальные напряжения в элементах 

конструкции, что позволило определить оптимальный угол намотки для данной конструк-

ции. Были построены графики зависимости главных напряжений и деформаций от угла 

намотки для наглядной локализации минимума напряжений при заданном угле. В результате 

обработки полученных расчетных данных для цилиндрической части оболочки был опреде-

лен оптимальный угол армирования – φ~43°. 
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