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PRESSURE DEPENDENCE OF SHEAR STRESS  

DURING HIGH-PRESSURE TORSION OF THE Au–Co  

ALLOYS IN LIQUID NITROGEN 
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Measurements of the shear stress were carried out during mechanical alloying by high-

pressure torsion of gold-cobalt powder mixing under cryogenic temperature at various pressures for 

the first time. The pressures were about 5, 8, 10 and 12 GPa. The Au–Co system is characterized by 

restricted solubility and difference in properties of the constituents. It was found that, in comparison 

with the data obtained at room torsion temperature, the values of the shear stress are higher both at 

the stage of the initial intensive growth and subsequently, upon reaching saturation. With an in-

crease in pressure of low-temperature mechanical alloying, a corresponding increase in the re-

sistance to shear strain is observed at all stages of processing. In this case, the shape of the curves at 

each new pressure changes, as does the staging of the strain dependence. This reflects the extreme 

heterogeneity of the structure formation and phase composition processes of the non-equilibrium 

alloy. The most intense reflections in the X-ray diffractogram correspond to supersaturated fcc solid 

solution of cobalt based on gold-base matrix. Also as a result of mechanical alloying, the compo-

nents of the system are evenly distributed on the fracture surface of the alloy. 

Keywords: mechanical alloying, high-pressure torsion, cryogenic deformation, restricted solubility 

Au–Co system, in situ shear stress vs. strain. 
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ВЛИЯНИЕ БАРИЧЕСКИХ УСЛОВИЙ НА ЗАВИСИМОСТЬ  

НАПРЯЖЕНИЯ СДВИГА ПРИ КРУЧЕНИИ ПОД ВЫСОКИМ ДАВЛЕНИЕМ  

В ЖИДКОМ АЗОТЕ СПЛАВОВ СИСТЕМЫ Au–Co 
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Впервые проведено измерение напряжения сдвига при механическом сплавлении кру-

чением под высоким давлением в условиях криогенной температуры компонентов системы  

с ограниченной растворимостью золото–кобальт при различных значениях давления обра-

ботки, которые составляли около 5, 8, 10 и 12 ГПа. Установлено, что по сравнению с данны-

ми, полученными при кручении в условиях комнатной температуры, значения напряжения 

сдвига выше как на стадии начального интенсивного роста, так и впоследствии – при выходе 

на насыщение. С повышением давления при низкотемпературном кручении наблюдается со-

ответствующее возрастание сопротивления деформации сдвига на всех этапах обработки. 

При этом вид кривых при каждом новом давлении изменяется, как изменяется и стадийность 

деформационной зависимости, что отражает крайнюю неоднородность процессов формиро-

вания структуры и фазового состава получаемого сплава. По рентгеновским данным уста-

новлено, что в результате низкотемпературной совместной деформации компонентов изуча-

емой системы формируется преимущественно пересыщенный ГЦК-твердый раствор кобаль-

та на основе золота. Компоненты системы в результате механического сплавления распреде-

лены равномерно на поверхности излома сплава. 

Ключевые слова: механическое сплавление, кручение под высоким давлением, криодефор-

мация, система ограниченной растворимости золото–кобальт, in situ напряжение сдвига  

от величины деформации. 

1. Введение 

Система Au–Co характеризуется ограниченной растворимостью, практически нулевой 

при комнатной и более низких температурах [1, 2]. Даже в жидком состоянии для такой си-

стемы уже характерно расслоение вместо однородного твердого раствора согласно модель-

ным представлениям [3]. Кроме того, кобальт и золото различаются по своим физико-

механическим характеристикам [2, 4]. Системы ограниченной растворимости, в которых 

один из компонентов – благородный металл, а второй – ферромагнитный, представляют со-

бой интерес в качестве материалов с управляемой структурой и свойствами. Формируя мета-

стабильные фазы в таких системах, можно последующей обработкой достигать состояний  
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с заданными параметрами структуры, фазового состава и физико-механическими свойства-

ми. К методам формирования метастабильных фаз относятся следующие: сверхбыстрая за-

калка из расплава [5, 6], облучение высокоэнергетическими частицами [7], механическое 

сплавление [8], мегапластическая (большая или интенсивная пластическая) деформация  

[9, 10]. Механическое сплавление представляет собой обработку порошковой смеси сплавля-

емых компонентов с помощью большой пластической деформации, в результате чего фор-

мируются твердые растворы и/или соединения. В качестве сплавляемых компонентов часто 

используют металлы и химические соединения. Наиболее распространенный метод механи-

ческого сплавления – помол в шаровой мельнице. 

Метод кручения под высоким квазигидростатическим давлением в камере Бриджмена 

[11, 12], изначально относившийся к методам мегапластической деформации [12, 13], позво-

ляет осуществлять и механическое сплавление [14]. При этом готовые сплавы представляют 

собой образцы в цельном объемном виде, пригодном для дальнейшего исследования струк-

туры и физико-механических свойств без дополнительного воздействия. Данный метод поз-

воляет осуществлять и варьирование параметров обработки, что позволяет оказывать воз-

действие на характеристики структуры и свойств еще на стадии получения готового образца. 

Большинство исследований свойств механически синтезированных сплавов относятся к пе-

риоду после формирования сплава, однако существуют методы измерения и непосредствен-

но в процессе обработки, например [15, 16]. К таковым относят измерение напряжения сдви-

га во время деформации [16–18]. 

Влияние температурного режима большой пластической деформации состоит в изме-

нении преимущественных механизмов формирования деформационно-индуцированной 

структуры, а в случае механического сплавления – в деформационно-индуцированном фор-

мировании новых фаз. Ранее было установлено, что в системе золото–кобальт снижение 

температуры кручения до криогенной, соответствующей температуре кипения жидкого азо-

та, приводит к формированию сплавов с большей долей кобальта в пересыщенном ГЦК-

твердом растворе на основе золота, а также к повышению механических свойств итогового 

сплава [19]. 

Влияние изменения давления на зависимость напряжения сдвига во время деформирова-

ния рассматриваемой системы ранее исследовалось в условиях комнатной температуры [20].  

В целом, было установлено увеличение значений напряжения сдвига при выходе деформа-

ционной зависимости на стационарную стадию с ростом числа оборотов наковальни. Каче-

ственно же вид кривых не изменялся с ростом давления.  

Цель работы – выявление влияния изменения барических условий кручения под высо-

ким давлением при криогенной температуре компонентов системы ограниченной раствори-

мости Au–Co на напряжение сдвига во время деформации. 

2. Методы и материалы 

Кобальт чистотой 99,60 % и золото чистотой 99,99 % в исходном состоянии представ-

ляли собой порошки с размером частиц около 50 мкм и около 300 мкм соответственно.  

Порошковые компоненты смешивали в эквиатомной пропорции и затем подвергали дефор-

мации кручения (сдвига) под высоким давлением (КВД) на вращаемых наковальнях Бридж-

мена при температуре кипящего жидкого азота (около 77,4 К). Тип наковален – с плоскими 

поверхностями рабочих площадок диаметром 5 мм; материал наковален – ВК-6 твердостью 

92 HRC.  

Мегапластическую деформацию порошковых смесей проводили при различных дав-

лениях: 5–6, 8, 10 и 12 ГПа. Образцы сплавов после механосплавления имели дискообразную 

форму диаметром 5 мм и толщиной около 0,1 мм. In situ под давлением измеряли сопротив-

ление деформации сдвига образцов от угла поворота с использованием электронного дина-

мометра АЦДС-1И-1 следующим образом. Во время обработки нижняя наковальня приводи-
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лась во вращение, в то время как верхняя с помощью рычага передавала на датчик усилие. 

Напряжение сдвига τ вычисляли по формуле [16]: 

,
2

3
3

F
a

L


 

 

τ =
3L

2πa3
∙ Fгде τ – напряжение сдвига, ГПа; a – радиус наковальни, м; L – длина рычага от 

наковальни до динамометра, м; F – усилие на динамометре, кН. 

Рентгеновский дифракционный анализ проводили на образце сплава после 30 оборо-

тов наковальни Бриджмена в жидком азоте при давлении 8 ГПа. Съемку проводили в излу-

чении кобальта, в геометрии на отражение со всей поверхности образца на аппарате ДРОН-3. 

Элементный анализ проводили с помощью сканирующей электронной микроскопии на аппа-

рате QUANTA-200 с приставкой для энерго-дисперсионного анализа EDAX.  

3. Результаты и обсуждение 

По данным рентгеновского дифракционного анализа, в результате низкотемператур-

ной деформации под давлением 8 ГПа сформировался сплав, содержащий фазы твердых 

растворов золота и кобальта (рис. 1). Помимо кристаллических фаз имеется и рентгено-

аморфная [21]. По наиболее интенсивным рефлексам можно идентифицировать, что пре-

имущественная по удельному объему кристаллическая составляющая фазового состава 

сплава это ГЦК-твердый раствор.  

 

 

Рис. 1. Рентгеновская дифрактограмма сплава золото–кобальт в результате  

низкотемпературного кручения под давлением 8 ГПа 

Установлено, что фаза твердого раствора имеет период кристаллической решетки 

0,397 нм, что соответствует, по разным оценкам, 20–28 ат. % [21]. Близкое значение нахо-

дится на границе равновесной растворимости в данной системе [2], но только при темпера-

турах около 1000 °С. Настоящий же сплав был получен при температуре кипения жидкого 

азота, т.е. около 77,4 К.  

Построение карт распределения компонентов изучаемой системы на изображении из-

лома сплава (рис. 2 а), полученного крио-КВД при 6 ГПа и 30 оборотов наковальни, показа-

ло, распределение золота (рис. 2 б) и кобальта практически однородное (рис. 2 в).  
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а б в 

Рис. 2. Карты распределения компонентов системы золото–кобальт на диаметральном срезе 

после механического сплавления при температуре кипящего жидкого азота и давлении  

6 ГПа: а – изображение среза; б – распределение золота; в – распределение кобальта 

Таким образом, в результате криодеформации на 30 оборотов смеси порошков Au и 

Co растворяемые компоненты равномерно распределяются по объему образца, при этом в 

составе сплава формируются фазы, наиболее интенсивная из которых, по данным рентгенов-

ской дифрактометрии, представляет собой пересыщенный ГЦК-твердый раствор замещения 

кобальта в матрице на основе золота.  

Непосредственно процесс формирования сплава при КВД, хотя бы частично, можно 

проследить по его сопротивлению деформации сдвига. Зависимости напряжения сдвига при 

совместной деформации показывают вклад добавления растворяемого компонента и влияние 

температуры деформирования смеси на деформационную кривую.  

При КВД золота без добавления кобальта напряжение сдвига резко возрастает сразу 

же после начала обработки и достигает значений около 2,8 ГПа (рис. 3). Далее, уже после 

первого оборота наковальни обрабатываемый материал перестает показывать рост сопротив-

ления сдвиговой деформации. Данную зависимость снимали при давлении 8 ГПа. 

В случае же механосплавления смеси золота и кобальта при 6 ГПа и комнатной тем-

пературе [20] из шихты с эквиатомным соотношением компонентов вместо интенсивного 

возрастания момента кручения наблюдается его более плавный рост (рис. 3). При значении 

около 2,8 ГПа рост напряжения сдвига не заканчивается, а продолжается еще достаточно 

большой промежуток времени. За это время наковальни успевают осуществить 8–10 полных 

оборотов. Только после достижения 10 оборотов достигается состояние насыщения.  

Низкотемпературная зависимость напряжения сдвига смеси компонентов при 6 ГПа 

свидетельствует, что качественно вид кривой не изменился, а выход на насыщение происхо-

дит около 4,2 ГПа (рис. 3 и 4). Однако после 22 оборотов напряжение сдвига выходит из со-

стояния динамического равновесия и продолжает возрастать (рис. 3 и 4). 

Повышение давления обработки до 8 ГПа приводит к тому, что зависимость напряже-

ния сдвига изменяется, в том числе и на качественном уровне (рис. 4). После начального ин-

тенсивного роста и дальнейшего замедления роста τ выхода на стационарную стадию не 

наблюдается. Вместо последнего происходит небольшое снижение, и только после него, при 

обработке в 10–12 оборотов, происходит выход на динамическое равновесие при значениях 

напряжения сдвига около 7,2 ГПа.  

Механическое сплавление при 10 ГПа не выявляет каких-либо качественных отличий 

для напряжения сдвига от стандартного для обработки при комнатной температуре вида кри-

вой (рис. 3) [19, 20]: стадия начального интенсивного роста напряжения сдвига сменяется его 

замедлением с последующим выходом на динамическое равновесие, которое происходит по-

сле 5–6 оборотов и сохраняется вблизи значений около 9 ГПа на всем протяжении дальней-

шей деформации (рис. 4).  
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Рис. 3. Зависимости напряжения сдвига при кручении под высоким давлением от числа обо-

ротов наковальни Бриджмена: 1 – золото без добавления кобальта в условиях комнатной 

температуры и давлении 8 ГПа; 2 – смесь Au–Co при комнатной температуре и давлении  

6 ГПа; 3 – смесь Au–Co при температуре жидкого азота и давлении 6 ГПа 

 

Рис. 4. Зависимости напряжения сдвига от числа оборотов наковальни Бриджмена во время 

деформации кручением под высоким давлением при температуре жидкого азота и при дав-

лении: 1 – 5 ГПа; 2 – 8 ГПа; 3 – 10 ГПа; 4 – 12 ГПа 

КВД при 12 ГПа привело к еще более значительному изменению вида кривой напря-

жения сдвига (рис. 4). Подобно зависимости при 8 ГПа, после интенсивного роста и его за-

медления, происходит снижение, причем более значительное по величине. Выход на дина-

мическое равновесие наблюдается при 12 оборотах наковальни и слабо изменяется вблизи 

значений 16,5 ГПа на протяжении дальнейшей деформации. Отметим что, по данным [19], по-

вышение давления до 12 ГПа приводило к увеличению доли кобальта в составе твердого рас-

твора Au–Co. 

Таким образом, напряжение сдвига при КВД, измеренное в разных температурных 

условиях, начинает различаться уже при первом обороте наковальни: в жидком азоте дефор-
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мационная кривая возрастает интенсивнее по сравнению с деформацией при комнатной тем-

пературе.  

Вместе с тем необходимо учитывать, что зависимости напряжения сдвига от дефор-

мации отражают интегральные процессы структурных и фазовых изменений. Особенно это 

характерно для начальной стадии, когда на периферии образца может быть уже достигнуто 

ультрамелкозернистое состояние, а в центре образца – еще нет. Отметим, что после дости-

жения большого числа оборотов наковальни структурно-фазовые превращения, характерные 

для периферии, происходят и в центре образца. Если при комнатной температуре КВД про-

исходит стабилизация сопротивления деформации сдвига на одном уровне, то в условиях 

криогенных температур практически все деформационные кривые проявляют отличное по-

ведение. Обусловлено это и сменой преимущественных механизмов деформационного из-

мельчения структуры каждого компонента и деформационно-индуцированных процессов 

взаимного растворения, а также влиянием температурных условий на функционирование 

оборудования, материалы которого также не исключают деформационных процессов. По-

следнее может затруднять вычленение и интерпретацию результатов измерений. При этом 

низкотемпературный режим интенсивной пластической деформации приводит к большему 

сопротивлению сдвиговой деформации по сравнению с обработкой при комнатной темпера-

туре, а также к более сложному виду in situ зависимостей напряжения сдвига.  

4. Заключение 

Методом мегапластической деформации кручением под высоким давлением на 30 оборо-

тов при криогенной температуре были получены сплавы Au–Co из эквиатомной смеси ком-

понентов в порошковом виде. Давление обработки варьировалось с шагом в 2 ГПа от 5–6  

и до 12 ГПа. Во время КВД снимали зависимость напряжения сдвига от величины деформа-

ции. Установлено, что по сравнению с данными, полученными в условиях комнатной темпе-

ратуры мегапластической деформации, значения напряжения сдвига выше как на стадии 

начального роста, так и при выходе их на насыщение. С повышением давления при низко-

температурном режиме наблюдается соответствующее возрастание сопротивления деформа-

ции сдвига на всех этапах обработки, как и при комнатной КВД. При этом вид кривых при 

каждом новом давлении изменяется, как изменяется и стадийность деформационной зависи-

мости, что отражает крайнюю неоднородность процессов формирования структуры и фазо-

вого состава получаемого сплава. Наиболее интенсивным рентгеновским линиям на дифрак-

тограмме соответствует фаза пересыщенного ГЦК-твердого раствора Au–Co. Компоненты 

системы в результате деформации распределены равномерно на поверхностях изломов спла-

вов. 
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In recent years, chromium-nickel-manganese corrosion-resistant steels have been widely 

used in construction for the manufacture of stair railings and fences, elevators, and heat exchangers 

used for heat recovery in office premises and in production, including in metallurgical workshops. 

The purpose of this study is to determine the changes in the chemical and phase compositions of the 

12Cr15Mn9NiCu corrosion-resistant steel (Russian analogue of the AISI 201 steel) after commer-

cial operation in structural components of the heat exchanger of a metallurgical workshop. It was 

found that, during operation, all the studied fragments of the 12Cr15Mn2NiCu steel heat exchanger 

underwent intense oxidation with the formation of chromium and manganese oxides both on the 

surface and along the boundaries of the austenite grain. Diffusive penetration of sulfur into the steel 

with the formation of MnS particles, as well as carbonization of the surface layers, was recorded. 

As a result, the content of chromium and manganese in the steel significantly decreased, the amount 

of carbon increased, and the structure changed from austenitic to martensitic with a hardness of 532 

HV 5 (48 HRC). Several investigated fragments retained austenite with oxidized grain boundaries. 

The austenite grain size ranged from 0.031 mm to 0.088 mm, with hardness ranging from 156 to 

212 HV 5. It is shown that the use of the 12Cr15Mn9NiCu corrosion-resistant chromium-nickel-

manganese steel intended for the manufacture of heat exchangers for metallurgical production  

is extremely inappropriate. 

Keywords: corrosion-resistant steel, oxides, sulfides, microstructure, austenite, martensite, hard-

ness. 
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В последние годы широко применяют хромоникельмарганцевые коррозионностойкие 

стали в строительстве для изготовления лестничных перил и ограждений, лифтов, теплооб-

менников, используемых для утилизации тепла в офисных помещениях и на производстве,  

в том числе и в металлургических цехах. Цель работы – определение изменений химического 

и фазового составов коррозионностойкой стали марки 12Х15Г9НД (Российский аналог стали 

AISI 201) после промышленной эксплуатации в элементах конструкции теплообменника ме-

таллургического цеха. Установлено, что все исследованные фрагменты теплообменника из 

стали 12Х15Г2НД при эксплуатации подверглись интенсивному окислению с образованием 

оксидов хрома и марганца как на поверхности, так и по границам аустенитного зерна. Зафик-

сировано диффузионное проникновение серы в сталь с образованием частиц MnS, а также 

науглероживание поверхностных слоев. В результате значительно снизилось содержание 

хрома и марганца в стали, увеличилось количество углерода, структура изменилась от аусте-

нитной до мартенситной с твердостью 532 HV 5 (48 HRC). В нескольких исследованных 

фрагментах сохранился аустенит с окисленными границами зерен. Размер аустенитного зер-

на колебался от 0,031 до 0,088 мм, твердость – от 156 до 212 HV 5. Показано, что использо-

вание хромоникельмарганцевой коррозионностойкой стали 12Х15Г9НД для изготовления 

теплообменников металлургического производства крайне нецелесообразно. 

Ключевые слова: коррозионностойкая сталь, оксиды, сульфиды, микроструктура, аустенит, 

мартенсит, твердость. 

1. Введение 

Стойкость сталей и сплавов к химической или электрохимической коррозии (атмо-

сферной, почвенной, щелочной, кислотной, солевой), межкристаллитной коррозии и корро-

зии под напряжением определяется прежде всего их химическим составом [1–5]. Основным 

принципом легирования коррозионностойких сталей является обеспечение перехода стали в 

пассивное состояние. Легко пассивирующимися металлами являются алюминий, хром, ни-

кель, титан [1–3]. На поверхности этих металлов на воздухе образуется защитная окисная 

пленка, которая защищает их от коррозионного воздействия атмосферы, воды, агрессивных 

сред. Максимальными защитными свойствами обладает оксид алюминия Al2O3, однако по-

вышать концентрацию алюминия в стали нецелесообразно, поскольку при этом снижаются 

mailto:nat@imach.uran.ru
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технологические свойства, такие как обрабатываемость давлением (ковка, прокатка, прессо-

вание). Основным легирующим элементом коррозионностойких сталей является хром, со-

держание которого обычно находится в интервале от 11 до 30 мас. % [1, 2; 6–8]. Верхний пре-

дел концентрации хрома ограничивается образованием охрупчивающей σ-фазы, поэтому в 

аустенитных сталях рекомендовано не повышать содержание этого элемента выше 22 мас. % 

[8]. 

Никель не только повышает коррозионную стойкость, но главным образом, стабили-

зирует аустенитную структуру стали, обеспечивающую высокую технологическую пластич-

ность при операциях горячей и холодной деформации и хладостойкость при криогенных 

температурах. К стабилизирующим аустенитную структуру элементам относятся углерод, 

азот и медь, однако вследствие ограниченной растворимости в кристаллической решетке же-

леза эти элементы могут образовывать избыточные фазы (карбиды, нитриды и интерметал-

лиды), поэтому их вводят в сталь в весьма ограниченном количестве [6–8]. Медь в неболь-

ших количествах способствует улучшению свариваемости коррозионностойких сталей [9].  

Титан и ниобий вводят в коррозионностойкие стали для связывания углерода в карби-

ды TiC и NbC. При этом уменьшается вероятность образования карбидов хрома по границам 

зерен и обеднение приграничных участков по хрому. Таким образом, предотвращается меж-

кристаллитная коррозия, которая особенно опасна в сварных конструкциях [1, 7]. Для сни-

жения опасности возникновения межкристаллитной коррозии целесообразно снижать со-

держание углерода в коррозионностойких сталях, чтобы исключить образование карбидов 

хрома по границам зерен. Молибден в количествах от 2 до 4 мас. % также способствует по-

вышению коррозионной стойкости по такому же механизму, что титан и ниобий. Однако по-

вышение его содержания нежелательно, поскольку приводит к появлению феррита в струк-

туре стали [1, 2, 8]. Кремний вводят в очень небольших количествах, как правило, не более 1 

мас. %, для повышения защитных свойств оксидной пленки на поверхности стали. При более 

высоких содержаниях кремний способствует появлению феррита в структуре стали, а также 

может образовывать силициды хрома, что снижает коррозионную стойкость [8]. 

Марганец на воздухе образует окисную пленку, но ее нельзя считать защитной, по-

скольку она быстро разрушается даже при незначительном повышении температуры и в при-

сутствии серы или других активных реагентов, например хлора. В сталях марганец может 

входить в состав цементита (Fe,Mn)3C, образовывать самостоятельные карбиды, которые по-

вышают твердость и износостойкость, образует сульфиды, фосфиды, бориды, нитриды и 

другие неметаллические включения. Его вводят в состав коррозионностойких сталей, глав-

ным образом для замены дорогостоящего никеля в качестве элемента, стабилизирующего 

аустенитную структуру. При этом необходимо строго сбалансировать содержание хрома и 

никеля и ввести азот, поскольку в противном случае существует опасность снижения корро-

зионной стойкости или появления в структуре стали ферритной составляющей [5, 8, 10]. 

Именно поэтому в Российских стандартах присутствуют стали марок 10Х14Г14Н3; 

10Х14Г14Н4Т; 10Х14АГ15; 15Х17АГ14; 12Х17Г9АН4; 07Х21Г7АН5 [10–13], в которых для 

обеспечения сочетания высокой коррозионной стойкости и сохранения однофазной аусте-

нитной структуры содержание хрома составляет не менее 14 мас. % при одновременном вве-

дении марганца и/или азота. 

В справочной литературе [1, 2; 11–13] отмечается, что хромомарганцевоникелевые и 

безникелевые стали аустенитного класса существенно проигрывают хромоникелевым сталям 

по коррозионной стойкости. Поэтому они применяются для изготовления бытовых приборов, 

торгового и пищевого оборудования, пассажирских вагонов, барабанов стиральных машин и 

др., где температуры их использования не превышают 300 °С [10–12]. Однако в последнее 

время намечается тенденция расширения области применения сталей группы 200 по стан-

дарту AISI, в частности стали марки 201. Причиной этого является ряд преимуществ сталей 

этого класса: хорошая свариваемость, пластичность при деформации, например в условиях 
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глубокой вытяжки, отличная полируемость до зеркального блеска, отсутствие порога хлад-

ноломкости, что позволяет использовать изделия при низких температурах (в криогенной 

технике) [1–5]. В последние годы стали группы 200 чаще рекомендуют к применению для 

деталей, эксплуатируемых при более высоких температурах. Например, сталь марки AISI 201 

применяют для изготовления элементов конструкций теплообменников, используемых для 

утилизации тепла в офисных помещениях и на производстве, в том числе в металлургиче-

ских цехах. В последнем случае кроме достаточно высоких температур (600–900 С) на кон-

струкцию теплообменника воздействует воздушная атмосфера, в которой содержатся такие 

агрессивные химические соединения, как углекислый газ CO2 и окись углерода CO (угарный 

газ), двуокись серы SO2 (сернистый газ) и трехокись серы SO2, SO3 (серный газ), пары воды, 

кислород. Из Российских аналогов наиболее близки по химическому составу стали AISI 201 

марки 12Х17Г9АН4, с более высоким содержанием азота (0,30–0,45 мас. %) и 12Х15Г9НД  

с содержанием азота до 0,2 мас. % и меди до 2,0 мас. %. К сталям этой группы относятся 

также стали марок AISI 202 (Российский аналог 12Х17Г9ФН4), AISI 203 Е2 с меньшим со-

держанием углерода, марганца и молибдена (≤ 0,5 мас. %), AISI 205 с повышенным содер-

жанием азота (до 0,45 мас. %). 

Цель исследования – установить изменения химического и фазового составов хромомар-

ганцевой коррозионностойкой стали марки 12Х15Г9НД (Российский аналог стали AISI 201) по-

сле промышленной эксплуатации в элементах конструкции пластинчатого теплообменника. 

2. Материалы и методы исследования 

Исследовали фрагменты коллектора газохода, диффузора дыма и гофрированного кор-

пуса пластинчатого теплообменника после эксплуатации в условиях металлургического про-

изводства. Выбранные элементы конструкции теплообменника изготовлены из хромомарган-

цевой коррозионностойкой стали марки 12Х15Г9НД, являющейся Российским аналогом стали 

AISI 201. Теплообменник использовался без подогрева природным газом. Состав отходящих 

газов, об. %: 1) при штатном режиме работы шахтной печи – 0,1–0,16 SO2; 0,02 SO3; 0,6–5,0 CO; 

3,0–5,0 CO2; 10,0–18,6 O2; 3,8–4,3 H2O; N2 – остальное; 2) при пуске печи  0,1–0,16 SO2;  

0,2 SO3; до 10,0 CO; до 20,0 CO2; 3,0–16,0 O2; 3,8–4,3 H2O; N2 – остальное. Средняя температу-

ра дымовых газов составляла 600 °С, кратковременная (длительностью до 2 ч – 700–900 °С).  

В связи с технологическими особенностями эксплуатации теплообменника, температура ды-

мовых газов отличается существенными колебаниями в указанном диапазоне. Запыленность 

отходящих газов 5,5–45 г/м
3
 скорость движения газов 12 м/с. 

Химический состав стали исследованных фрагментов теплообменника определяли 

методом эмиссионной спектроскопии на приборе SPECTROMAXх. Микроструктуру и хими-

ческий состав неметаллических включений и окисных пленок на поверхности фрагментов 

исследовали на растровом электронном микроскопе ТESCAN VEGA II XMU с энергодиспер-

сионной приставкой INCA ENERGY 450 с ADD детектором OXFОRD. Микроструктуру ста-

ли исследовали методами оптической (NEOPHOT 21) и растровой электронной микроскопии 

(микроскоп ТESCAN VEGA II XMU). Идентификацию микроструктуры проводили по ГОСТ 

8233 – 56. Размер аустенитного зерна определяли методом сравнения с эталонными шкалами 

по ГОСТ 5639-82. Твердость по Виккерсу измеряли на твердомере AKASHI при нагрузке  

49 Н в соответствии с требованиями ГОСТ Р ИСО 6507-1 – 2007. 

3. Результаты и их обсуждение 

Исследованные фрагменты теплообменника представляли собой пластины толщиной  

3–5 мм с шероховатой и сильно окисленной поверхностью (рис. 1 а). В материале фрагмента 1 

обнаружены флокены – дефекты в виде разрывов стали под влиянием растворенного в стали 

водорода и внутренних напряжений (рис. 1 б). Флокены обычно диагностируют по излому от-

ливки (ГОСТ 10243 – 75), на котором они представлены в виде пятен круглой или овальной 
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формы с кристаллической поверхностью. На поперечных резах исследованного фрагмента 

коллектора газохода наблюдали пустоты овальной формы (рис. 1 б; 2 а), появление которых 

обусловлено проникновением водорода в сталь при забросе рабочих температур теплообмен-

ника до 700–900 °С. Растрескивание стали в виде дефекта «вороньей ноги» (рис. 2 б) также  

является признаком наводороживания стали [14]. 

 

 

а б 

Рис. 1. Внешний вид (а) и внутренние повреждения (б) коллектора газохода теплообменника 

из стали 12Х15Г9НД после эксплуатации: а – окисленная поверхность с питтингами;  

б – флокены на поперечном резе отмечены стрелками  

(изображение во вторичных электронах) 

Таблица 1 – Химический состав стали исследованных фрагментов теплообменника, мас. % 

№ фраг-

мента 

Наименование 

детали 

Химические элементы, мас. % 

С Cr Mn Ni Cu 

1 
Коллектор  

газохода 
0,4 8,7 1,9 1,3 2,0 

2 Диффузор дыма 0,12 14,0 8,6 1,0 1,9 

3 Панель 1 0,12 13,7 5,8 0,9 1,9 

4 Панель 2 0,10 14,5 8,9 1,1 1,8 

Исходная сталь 0,08 14,8 8,6 1,0 1,5 

Fe – остальное 

 

По данным спектрального химического анализа, в материале фрагмента коллектора 

газохода содержание хрома уменьшилось в 1,7 раза, а марганца – в 4,5 раза, количество уг-

лерода увеличилось до 0,4 мас. %. (в табл. 1; № 1). Микрорентгеноспектральный анализ 

поверхности поперечных шлифов показал, что вблизи боковой поверхности произошло ин-

тенсивное окисление стали с образованием оксидов хрома и марганца (рис. 2 а). Сера из 

газовой среды теплообменника при высокой температуре легко диффундировала в сталь, 

провзаимодействовала с марганцем с образованием множественных частиц сульфида мар-

ганца (рис. 2 в, г; табл. 2). Вследствие этого содержание марганца и хрома в стали суще-

ственно снизилось. Изменение химического состава привело к изменению структуры с 

аустенитной на мартенситную. Микроструктура материала фрагмента коллектора газохода 

соответствует среднеигольчатому мартенситу с максимальной длиной игл 10 мкм (рис. 3 а). 

Твердость стали этого фрагмента составила 532 HV5 или 48–49 HRC, что соответствует  

закаленному состоянию. Известно, что аустенитные коррозионностойкие стали марок 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 3, 2021 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

24 

 

 

Pugacheva N. B. and Guzanov B. N. Studying the chemical and phase compositions of a chromium-nickel-manganese steel 

after operation at elevated temperatures in corrosive environments // Diagnostics, Resource and Mechanics of materials  

and structures. – 2021. – Iss. 3. – P. 17–30. – DOI: 10.17804/2410-9908.2021.3.017-030. 

 

12Х15Г9НД или 12Х17Г9АН4 при любых термических обработках сохраняют аустенитную 

структуру и не претерпевают мартенситного превращения [3, 5]. Очевидно, при эксплуата-

ции теплообменника произошло существенное изменение химического состава стали, что 

привело к изменению структуры. 

 

 

а б 

 

в г 

Рис. 2. Повреждения коллектора газохода теплообменника из стали 12Х15Г9НД  

после эксплуатации: а – флокен (отмечен стрелкой); б – разрывы в виде «вороньей ноги»  

(рис. а; участок А); в – окисление поверхности; г – сквозное повреждение  

(оксиды и сульфиды) 

На внутренней поверхности фрагмента диффузора дыма наблюдали слой оксидов 

(фрагмент 2 в табл. 1). Анализ химического состава различных участков поверхности попе-

речных резов показал наличие оксидов Cr, Mn, Si, Fe, Cu и Ni на внутренней поверхности и 

сульфидов MnS в стали вблизи поверхности (рис. 4; табл. 3). Зафиксировано присутствие уг-

лерода на внутренней поверхности фрагмента диффузора дыма в виде налета и даже проник-

новение частиц углерода в сталь на глубину 10 мкм (точка 12 на рис. 4 б). На участках вбли-

зи поверхности сталь также, как на фрагменте коллектора газохода, существенно изменила 

состав: заметно уменьшилось содержание хрома и марганца (точки 11 на рис. 4 б и 1 на рис. 

4 в; табл. 3). Твердость стали фрагмента составила 216 HV 5. Микроструктура фрагмента со-
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ответствует аустениту с размером зерна от 0,031 мм (7-й балл по ГОСТ 5639-82) до 0,088 мм 

(4-й балл по ГОСТ 5639-82) (рис. 3 г). Материал фрагмента содержит повышенное количе-

ство оксидов точечных, которые образовались при окислении стали в процессе эксплуата-

ции. Аустенитные стали не склонны к росту зерна при нагревах, в исходном состоянии 

обычно они мелкозернисты – аустенитное зерно соответствует 12–14-му баллу ГОСТ 5639-

82 со средним диаметром 0,0027–0,0056 мм. Увеличение размера зерна стали до 4-го балла 

свидетельствует о кратковременном повышении (не более 1 ч) температуры до 1100–1300 

°С. 

Таблица 2 – Химический состав участков 

Для фрагментов 3 и 4 (табл. 1) наружного кожуха теплообменника характерно по-

верхностное окисление (рис. 4 в, г). Глубина окисленного слоя на фрагменте 4 больше, чем у 

фрагмента 3: 0,6 и 1,0 мм соответственно. Твердость составила 195 HV 5 для фрагмента 3 и 

156 HV 5 для фрагмента 4. Для фрагмента 3 как и для фрагмента 2, характерна разнозерни-

стость аустенита от 3 до 7 баллов по ГОСТ 5639-82 (рис. 3 в). Фрагмент 4 характеризуется 

преимущественно крупным аустенитным зерном 3–4 балла по 5639-82 с размерами от 0,088 

мм до 0,125 мм (рис. 3 г). Очевидно фрагмент 4 испытывал воздействие высоких температур 

более длительное время, в нем кроме чрезмерного увеличения аустенитного зерна наблюда-

ли пережог, сопровождающийся окислением границ зерен с образованием оксидов хрома  

№ 

п. п. 

Химические элементы, мас. % (основа – Fe) 

С Сr Mn Ni Cu S O Si Примечание 

Участки анализа (рис. 2 б) 

1 1,9 16,3 3,8 0 1,1 0 23,7 0 Оксиды хрома  

и марганца 2 1,5 8,3 1,7 1,0 0 0 25,1 0 

3 0 34,2 11,2 0 0,7 6,5 24,5 1,3 Cr2O3, MnS 

4 1,9 20,3 2,4 1,5 1,0 0 23,2 0,3 Оксиды хрома и 

марганца, углерод 5 1,8 41,5 21,0 0 0 0 24,5 0,3 

6 0,12 9,7 2,1 1,6 2 0 0 0 Сталь 

Участки анализа (рис. 2 в) 

1 11,1 8,2 2,0 0,7 0,2 0 12,8 0 
Углерод, Cr2O3, 

MnO, 

2 43,8 3,2 0,6 0,4 0 0,1 18,5 0,1 
Углерод, MnS, 

Cr2O3 

3 4,8 9,11 1,83 0,2 1,36 0 22,3 0 
Оксиды хрома  

и марганца,  

углерод 

4 1,7 25,4 16,5 0 0 0 26,4 0 

5 10,5 8,66 1,98 1,42 1,38 0 24,0 0 

6 1,5 28,3 17,5 0 0 0 25,8 0 

7 0,5 9,5 1,8 1,4 1,5 0 0 0,1 Сталь 

Участки анализа (рис. 2 г) 

1 26,3 11,6 1,44 4,25 0 0,12 13,8 0,15 
Углерод, FeO, 

SiO2 

2 14,7 8,68 1,85 0,82 0,32 0,14 18,7 0,34 

Углерод, FeO, 

SiO2, SO2 

3 70,9 1,63 0,44 0 0 0,26 14,8 0 

4 39,8 6,02 2,01 0,91 0,24 0,15 16,1 0 

5 15,9 9,23 1,78 1,24 1,38 0,24 19,2 0,12 

6 0,15 8,62 1,82 1,54 1,44 0 0 0 Сталь 
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и марганца. В результате по границам зерен образуются пустоты, заполненные оксидами 

(рис. 3 г), а сталь вблизи границ существенно обеднена по хрому и марганцу. Низкая твер-

дость материала фрагмента 4 обусловлена пережогом стали.  

 

 

а б 

 

в г 

Рис. 3. Микроструктура исследованных фрагментов теплообменника из стали 12Х15Г9НД 

после эксплуатации: а – мартенсит и окисленные границы зерен в коллекторе газохода;  

б – крупные аустенитные зерна в диффузоре дыма; в – панель; г – сквозное повреждение  

панели (оксиды и сульфиды расположены по границам аустенитных зерен) 

Полученные результаты показали, что при выборе материала для изготовления тепло-

обменника следует исходить из условий его эксплуатации. В металлургическом производ-

стве теплообменник (рекуператор) обычно устанавливается в газоход отходящих газов пла-

вильных печей. Поэтому невозможно избежать интенсивного окисления и диффузии серы в 

сталь, а также науглероживания. Основные требования при выборе марки стали для изготов-

ления пластинчатых оребренных рекуператоров: 

1) повышенная коррозионная стойкость в интервале температур от 20 до 1000 °С; 

2) хорошая свариваемость и отсутствие склонности к межкристаллитной коррозии в 

районе сварных швов;  

3) эрозионная стойкость поверхности в условиях воздействия скоростного газового 

потока с частицами пыли. 

Учитывая данные Российских справочников по применению коррозионностойких сталей 

[7, 8], для условий работы рекуператора следует выбрать хромоникелевую сталь аустенитного 

класса марки 08Х18Н10Т или хромоникельмарганцевую сталь марки 10Х14Г14Н4Т (ЭИ711). 
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При этом следует отметить, что сталь марки 08Х18Н10Т выгодно отличается более высокой 

стойкостью сварных соединений против ножевой и межкристаллитной коррозии, особенно на 

участках сварных соединений [4]. 

 

 

а б 

 

в г 

Рис. 4. Окисление поверхности фрагментов теплообменника из стали 12Х15Г9НД:  

а – внешний вид поперечного сечения фрагмента диффузора дыма; б – окисление 

внутренней поверхности диффузора дыма; в – окисление поверхности панели 1;  

г – окисление поверхности панели 2 

При проведении операций холодного формоизменения (штамповка, вытяжка) следует 

учитывать более высокую способность к наклепу хромомарганцевого аустенита (стали марки 

10Х14Г14Н4Т) по сравнению с хромоникелевым (сталь марки 08Х18Н10Т). Эрозионная 

стойкость этих сталей будет определяться качеством обработки поверхности (с увеличением 

показателей шероховатости возрастает вероятность адгезионного налипания частиц газового 

потока на поверхность), а также скоростью роста оксидной пленки. Более высокое содержа-

ние хрома и никеля в стали 08Х18Н10Т по сравнению со сталью марки 10Х14Г14НТ явно 

позволит получать на поверхности рекуператора оксидную пленку с достаточно высокими 

защитными свойствами в условиях воздействия скоростного газового потока. Следует пом-
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нить, что при эксплуатации хромоникельмарганцевых сталей (например 10Х14Г14НТ)  

в присутствии серосодержащих газов марганец будет активно взаимодействовать с серой  

с образованием сульфидов [5, 12, 13], обедняя тем самым аустенит. При этом может возникнуть 

опасность появления ферритной составляющей в структуре стали, что отрицательно повлияет на 

ее коррозионную стойкость, особенно на склонность к межкристаллитной коррозии. 

Таблица 3 – Химический состав участков 

№ 

участ

ка 

Химические элементы, масс. % (основа – Fe) 

С Сr Mn Ni Cu S O Si Примечание 

Участки анализа (рис. 4 б) 

1 1,8 1,1 0 0 1,8 0 0 0,8 Сталь  

измененного  

состава 
2 2,4 1,4 0 0 2,2 0 0 0 

3 0 33,8 5,1 0 6,7 1,5 27,9 0,7 
Cr2O3, MnO, MnS 

4 0 17,4 4,5 1,7 1,1 0 23,2 2,2 

5 2,5 31,7 15,3 0,6 0 0 18,7 0,6 Оксиды + углерод 

6 0 15,0 4,2 1,5 1,0 0 14,5 3,5 Оксиды 

7 2,1 17,6 8,1 1,6 1,2 19,4 10,7 0,4 MnS, Cr2O3, MnO 

8 0 14,9 12,8 1,6 2 0 31,7 22,9 Сталь + оксиды 

9 2,2 3,7 34,9 0 0 1,4 25,5 16,1 Оксиды + углерод 

10 0 21,4 20,8 0 0 0 26,2 0,8 Cr2O3, MnO, 

11 0,2 14,0 8,7 1,1 1,4 0 0 0,4 Сталь 

12 84,6 0 0 0 0 0 10,3 0 Углерод 

Участки анализа на рис. 4 в 

1 0 11,1 43,7 0 1,0 0 2,8 0,5 Сталь 

2 1,4 8,5 0,6 1,6 0 0,13 18,5 0,2 
Cr2O3 + углерод 

3 3,7 3,3 0,6 1,0 1,3 0 2,2 0,1 

4 0 1,9 12,4 0 1,4 0 21,5 1,4 MnO + Cr2O3 

5 0 39,7 20,4 0 0 0 24,7 0,8 Cr2O3 + MnO 

Участки анализа на рис. 4 г 

1 1,5 11,8 20,7 0 0 0 22,2 0,8 MnO + Cr2O3 

2 2,3 24,5 16,3 0 0 0 23,9 0,4 

Углерод, Cr2O3, 

MnO 

3 2,5 13,1 17,2 0 0,7 0 22,2 1,6 

4 49,9 6,6 2,6 0,4 0,8 0 9,6 0 

5 46,6 4,8 1,7 0,7 1,9 0,1 7,4 0 

4. Выводы 

Во всех исследованных фрагментах теплообменника, изготовленных из стали 

12Х15Г9НД, после эксплуатации в условиях металлургического цеха произошло интенсив-

ное окисление поверхности с образованием оксидов хрома и марганца, а также сульфидов 

марганца. Для коллектора газохода характерно сквозное образование оксидов и сульфидов 

по границам аустенитного зерна по всей толщине. 

Для фрагмента коллектора газохода характерно науглероживание стали, что привело  

к изменению структуры с аустенитной на мартенситную для фрагмента коллектора газохода. 

Размер аустенитного зерна соответствовал баллу 3–7 ГОСТ 5639–82, что свидетельствует  
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о высоких рабочих температурах теплообменника. Интенсивное окисление границ аустенит-

ного зерна материала одной из панелей подтверждает перегрев стали. 

Сталь марки 12Х15Г9НД (AISI 201) при всех ее достоинствах нецелесообразно при-

менять для изготовления промышленных теплообменников, эксплуатируемых в металлурги-

ческом производстве, поскольку стали этого класса не предназначены для эксплуатации при 

высоких температурах в окислительных и серосодержащих средах. Для изготовления пла-

стинчатых оребренных рекуператоров в большей степени подходит сталь марки 08Х18Н10Т, 

обладающая удовлетворительной коррозионной стойкостью, хорошо свариваемая, не склон-

ная к ножевой и межкристаллитной коррозии на участках сварки. Однако следует ограничи-

вать максимальную рабочую температуру рекуператора и избегать значений 900 °С и выше. 

Оптимальной рабочей температурой является температура 600 °С. 
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Competitive economic indicators for fast-neuron power reactors can be achieved with high coeffi-

cients of fuel burnout, which requires remarkable enhancement of radiation resistance of fuel pin clad-

dings. Nowadays, low-activation vanadium alloys are projected as promising fuel cladding materials in 

view of their high radiation and thermal resistance in wide temperature and damage dose ranges. Neutron 

diffraction and small-angle neutron scattering are employed to study the microstructure of the V-4Ti-4Cr 

alloy subjected to irradiation with fast neutrons in the fluence range up to 1·10
20

 cm
−2

. Minor phases pre-

cipitated in the system are structurally characterized. The applicability and prospects of neutron diffraction 

methods in terms of studying the radiation behavior of this kind of alloys are shown.  

Keywords: fast reactors, radiation-induced damages, cladding material, vanadium alloys, neutron 

diffraction, small-angle neutron scattering. 
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Достижение конкурентных экономических показателей энергетических реакторов на 

быстрых нейтронах требует обеспечения высоких коэффициентов выгорания топлива, для 

чего необходимо существенное повышения радиационной стойкости оболочек топливных 

элементов. В качестве перспективных оболочечных материалов в настоящее время предла-

гаются малоактивируемые ванадиевые сплавы, обладающие повышенной радиационной  

и термической стойкостью в широких интервалах температур и доз радиационной поврежда-

емости. Методами нейтронной дифракции и малоуглового рассеяния нейтронов исследована 

микроструктура сплава V-4Ti-4Cr, облученного быстрыми нейтронами в диапазоне флюен-

сов до 1·10
20

 см
–2

. Определены характеристики минорных преципитатных фаз в системе. По-

казана возможность и перспективность использования нейтронографических методов для 

изучения радиационного поведения этой категории сплавов. 

Ключевые слова: реакторы на быстрых нейтронах, радиационные повреждения, обо-

лочечные материалы, ванадиевые сплавы, нейтронная дифракция, малоугловое рассеяние 

нейтронов. 

1. Введение 

Решение проблемы достижения высоких экономических показателей реакторов  

на быстрых нейтронах связано с обеспечением высоких коэффициентов выгорания топлива, 

т. е. возможности максимально длительной безопасной эксплуатации топливных сборок [1]. 

Это требует создания материалов оболочек тепловыделяющих элементов (ТВЭЛов), способ-

ных работать в условиях значительно более высоких температур, чем в традиционных водя-

ных реакторах, в контакте с жидкометаллическими теплоносителем и при высокодозовом 

облучении быстрыми нейтронами. К счастью, набор химических элементов, пригодных для 

использования в оболочечных сплавах для быстрых реакторов, гораздо шире, чем для реак-

торов на медленных нейтронах вследствие значительно меньших величин сечений захвата 

быстрых нейтронов по сравнению с медленными. Это дает возможность применять в каче-

стве оболочечных материалов быстрых реакторов сложные многокомпонентные стали и 
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сплавы [2]. В реакторах на медленных нейтронах такое меню фактически исчерпывается 

цирконием и алюминием.  

В настоящее время в качестве оболочечных материалов ТВЭЛов реакторов на быст-

рых нейтронах наиболее широко используются аустенитные высоконикелевые стали [3–6]. 

Эти стали обладают высокой прочностью, жаростойкостью, без проблем выдерживают кон-

такт с жидким натрием и, вдобавок, они высокотехнологичны. Однако при достижении вы-

соких доз нейтронного облучения (выше 70 СНА – смещений на атом) в них развивается ва-

кансионное распухание, ограничивающее возможность эксплуатации изделия пределом по-

рядка (90–100) СНА. В настоящее время в мире предпринимаются интенсивные попытки 

поднять этот предел. Требуемый экономикой показатель составляет ~150 СНА. 

В качестве альтернативных оболочечных материалов предлагаются малоактивируе-

мые ванадиевые сплавы (основной сплав V-4Ti-4Cr), обладающие повышенной радиацион-

ной и термической стойкостью в широких интервалах температур и доз радиационной по-

вреждаемости [7, 8]. Однако особенностью сплавов ванадия является появление в них в про-

цессе производства газовых примесей внедрения (кислород, водород, азот, углерод и т. д.), 

существенно сказывающихся на их физико-механических свойствах. 

Рассматриваются также возможность использования некоторых ферритно-мартенситных 

сталей [9, 10]. Они хорошо противостоят вакансионному распуханию, но зато подвержены ради-

ационному охрупчиванию, угрожающему целостности оболочек ТВЭЛов. 

Свойства всех этих систем помимо многокомпонентного состава определяются их 

микроструктурой – наличием преципитатов минорных фаз, зеренной структурой, текстурой, 

сеткой дислокаций, созданной в процессе изготовления изделий и эволюционирующей в ре-

зультате радиационно-индуцированных процессов при их эксплуатации. Осознанное улуч-

шение свойств таких материалов требует понимания механизмов этих процессов, которое 

может быть достигнуто лишь при комплексном, мультимасштабном их исследовании. 

Нашей задачей было изучение возможностей использования нейтронографических 

методов для исследования радиационно-индуцированных явлений в облученных быстрыми 

нейтронами оболочечных сплавах на основе ванадия.  

2. Материал и методика 

Образцы сплава V-4Ti-4Cr, предварительно подвергнутые 30 % «холодной» деформа-

ции и термообработкам ТО-1 и ТО-2 и облучению до различных доз нейтронами при темпе-

ратуре 80 С в реакторе ИВВ-2М, исследовались методами нейтронного структурного анали-

за и малоуглового рассеяния нейтронов на приборах, установленных на горизонтальных ка-

налах этого же реактора.  

Для дифракционных исследований использовался нейтронный дифрактометр высоко-

го разрешения Д7а. Длина волны монохроматических нейтронов  = 1,5302 Å, угловое раз-

решение дифрактометра составляло d/d = 0,002.  

Малоугловые измерения выполнены на дифрактометре малоуглового рассеяния на 

поляризованных нейтронах Д6. Диапазон углов, доступный для измерения на дифракто-

метре, составлял около 5, средняя длина волны 0,5 нм, разрешение по длинам волн 30 %. 

Погрешность определения углового положения детектора не превышала 2 мин. Погреш-

ность определения плотности потока нейтронного излучения не более 0,6 %. Погреш-

ность измерения интегральной интенсивности нейтронов на контрольном образце не вы-

ше 0,8 %. 

Образцы из сплава V-4Ti-4Cr, представляющего собой твердый ОЦК раствор ванадия, 

хрома и титана, в объеме которого, как показали данные дальнейших исследований, содер-

жатся преципитаты минорных фаз, были выполнены в виде цилиндров диаметром 6 мм  

и длиной 40 мм и имели химический состав: 
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Таблица 1 – Химический состав образцов сплава V-4Ti-4Cr (мас., %) 

V Ti Cr Fe C O N Al Si Cu 

91,845 4,0 4,0 0,025 0,02 0,04 0,015 0,02 0,025 0,01 

Режимы термообработок образцов (вакуум – 10
–5 

мм. рт. ст.; охлаждение с печью): 

ТО-1: (350
 
С/1 ч) → (550

 
С/1 ч) → (650

 
С/40 мин) → (1080

 
С/1 ч) 

ТО-2: (350
 
С/1 ч) → (550

 
С/1 ч) → (650

 
С/40 мин) → (1080

 
С/3 ч) 

3. Результаты и обсуждение 

Необходимо отметить, что некогерентно рассеивающий ванадий и его сплавы являют-

ся весьма трудными объектами для нейтронно-дифракционных исследований. Система  

V-4Ti-4Cr в этом смысле не исключение. Более того, из-за разных знаков амплитуд коге-

рентного рассеяния (bV = –0,382 Фм; bCr = 3,635 Фм; bTi = –3,438 Фм) среднее значение ам-

плитуды рассеяния атомов получается равным –0,35 Фм, т. е. твердый раствор представляет 

собой почти нулевую матрицу. Это факт затрудняет получение качественного дифракцион-

ного спектра, но зато способствует выявлению преципитатов. В табл. 2 дана подборка ядер-

но-физических характеристик составляющих сплав элементов. 

Таблица 2 – Амплитуда ядерного рассеяния элементов b и состав образцов  

сплава V-4Ti-4Cr в массовых и атомных процентах 

Элемент b, Фм (10
13

 см) Мас. % Ат. % 

V 0,382 91,845 91,479 

Ti 3,438 4 4,239 

Cr 3,635 4 3,903 

Fe 9,45 0,025 0,023 

C 6,648 0,02 0,084 

O 5,805 0,04 0,127 

N 9,26 0,015 0,054 

Al 3,449 0,02 0,038 

Si 4,149 0,025 0,045 

Cu 7,718 0,01 0,059 

 

Нейтронные дифрактограммы были получены для обеих серий образцов (после обра-

боток ТО-1 и ТО-2) как в исходном состоянии, так и после облучения флюенсами нейтронов 

1·10
19

 см
–2

, 5·10
19

 см
–2

, 1·10
20

 см
–2

, и дали отчетливые картины, подтверждающие присут-

ствие в материале преципитатов. 

Как видно из рис. 1, облучение быстрыми нейтронами вплоть до флюенса 10
20

 н/см
2
 

не вносит существенных изменений в нейтронограммы образцов V-4Ti-4Cr. Аналогичный 

вид имеют и нейтронограммы, полученные для образцов, прошедших обработку ТО-2. 
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а б 

Рис. 1. Нейтронограммы образца V-4Ti-4Cr с обработкой ТО-1 в исходном (a) и облученном (б) 

состояниях. Флюенс Ф = 10
20

 н/см
2
. Точки – эксперимент; огибающая черная линия – расчет; 

нижняя линия – разность между экспериментом и расчетом; верхние штрихи – угловые  

положения рефлексов фазы ОЦК-матрицы; нижние – оксида титана 

С использованием полнопрофильного ритвелдовского анализа спектров, дополненно-

го методикой Вильямсона–Холла, [11–13] удалось идентифицировать преципитаты окиси 

титана, а также оценить некоторые микроструктурные характеристики образцов. 

На рис. 2 показано, как в процессе обработки спектра (образец с обработкой ТО-1,  

необлученный) программным пакетом FullProf происходит удаление фона и выявление ди-

фракционных пиков ОЦК – матрицы и TiO. 

 

 

Рис. 2. Обработка нейтронограммы образца ТО-1, Ф = 0 программным пакетом FullProf 

Отметим, что для получения пиков от почти нулевой матрицы съемки нейтронограмм 

пришлось проводить с большой статистикой (5 мин на точке). Для контроля на фрагментах 

необлученных образцов были выполнены также рентгеноструктурные исследования, под-

твердившие наличие в образцах двух окристаллизованных фаз – ОЦК-матрицы и примесной 

TiO. Примесная фаза была идентифицирована на основе международной базы данных PDF2 

(номера карточек 00-029-1361 и 01-086-2352). На рис. 3 для иллюстрации приведены с нало-
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жением нейтронный и рентгеновский дифракционные спектры образца после ТО-1, постро-

енные для совпадения масштаба по оси абсцисс в зависимости от 𝑥 = 𝑞 4𝜋⁄ = sin 𝜃 /𝜆.  

 

 

Рис. 3. Рентгеновская (синяя линия) и нейтронная (красная линия)  

дифрактограммы образца с ТО-1, Ф = 0 

Эти данные явились основанием для принятия для дальнейшего анализа двухфазной 

модели, в ходе использования которой уширения пиков от матрицы были связаны с микро-

напряжениями в зернах (крупных с точки зрения дифракции), а в примесной фазе – с малыми 

размерами ее преципитатов. Напомним, что нейтронографические данные характеризуют 

объемное структурное состояние образцов в отличие от рентгеновских, показывающих со-

став поверхности исследованного фрагмента.  

Результаты проведенного анализа представлены в табл. 3. 

Таблица 3 – Микроструктурные характеристики образцов V-4Ti-4Cr,  

облученных разными флюенсами быстрых нейтронов 

Параметр Ф = 0 
Ф = 1·10

19
 см

–

2
 

Ф = 5·10
19

 см
–

2
 

Ф = 1·10
20

 см
–

2
 

Режим 

a, Å 3,0241(5) 3,0258(8) 3,0260(6) 3,0261(6) 

ТО-1 
d/d, 10

–4
 0,0 0,0 3,8(6) 5,5(7) 

TiO, вес. % 0,50(5) 0,47(8) 0,42(8) 0,35(7) 

TiO: Lокр, Å 247(50) 306(50) 261(50) 241(50) 

a, Å 3,0250(5) 3,0265(6) 3,0259(6) 3,0254(5) 

ТО-2 
d/d, 10

–4
 3,9(7) 0,0 0,0 0,0 

TiO, вес. % 0,54(7) 0,51(8) 0,49(5) 0,50(5) 

TiO: Lокр, Å 277(50) 270(50) 310(50) 260(50) 

Здесь Lокр – размер областей когерентного рассеяния, определенный для преципитатов 

TiO; d/d – средняя (по направлениям) величина микродеформаций решетки. 
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Из табл. 3 следует, что с ростом флюенса происходят небольшие изменения параметра 

решетки, а также уменьшение содержания оксида титана в виде преципитатов. В образцах, 

подготовленных в режиме ТО-2, судя по поведению микроискажений решетки, под облуче-

нием снимаются изначальные напряжения. В образцах ТО-1, наоборот, микронапряжения 

возникают после облучения большими флюенсами. 

Эффективным методом изучения нанонеоднородностей в системах является малоуг-

ловое рассеяние нейтронов (МУРН), проведенное для вышеописанных образцов на дифрак-

тометре D6. На рис. 4 и 5 в логарифмическом масштабе приведены зависимости сечений  

малоуглового рассеяния от вектора рассеяния q (q = 4sin/,   угол рассеяния;   длина 

волны нейтронов) для образцов, прошедших обработки ТО-1 и ТО-2 соответственно.  

 

 

а б 

 

в г 

Рис. 4. Дифрактограммы малоуглового рассеяния нейтронов на образцах сплава V-4Ti-4Cr 

после термообработки ТО-1 и облучения флюенсами быстрых нейтронов: (a)  = 0 см
2

;  

(б)  = 1·10
19

 см
2

; (в)  = 5·10
19

 см
2

; (г)  = 1·10
20

см
2

. Точки – эксперимент;  

линии – модельный расчет 
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Поведение кривых МУРН свидетельствует о наличии в системе частиц двух харак-

терных размеров. Малые частицы дают основной вклад в правую ветвь кривой рассеяния, 

относительно крупные – в левую. Такое деление весьма условно, поскольку, судя по не-

большой величине «излома», различие в величине размеров «малых» и «больших» частиц 

невелико. 

 

 

а б 

 

в г 

Рис. 5. Дифрактограммы малоуглового рассеяния нейтронов на образцах сплава V-4Ti-4Cr 

после термообработки ТО-2 и облучения флюенсами быстрых нейтронов: (a)  = 0 см
2

;  

(б)  = 1·10
19

 см
2

; (в)  = 5·10
19

 см
2

; (г)  = 1·10
20

см
2

 

Для описания вклада в сечение рассеяния от первых частиц (мода 1) использовалась 

интерполяционная формула Дебая–Порода, пригодная для случая частиц однородного раз-

мера с негладкой поверхностью [14, 15]. Вклад от крупных частиц (мода 2) описывался  

в предположении их степенного распределения по размерам.  
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(
𝑑Σ

𝑑Ω
) = (

𝑑Σ

𝑑Ω
)
𝑚𝑜𝑑1

+ (
𝑑Σ

𝑑Ω
)
𝑚𝑜𝑑2

; (1) 

(
𝑑Σ

𝑑Ω
)
𝑚𝑜𝑑1

=
8𝜋𝑐(1 − 𝑐)𝜌2𝑟3

(1 + 𝐴𝑞2𝑟2)
6−𝐷𝑆
2

; (2) 

(
𝑑Σ

𝑑Ω
)
𝑚𝑜𝑑2

= (
4𝜋

3
)
3

𝜌2𝑁2(2 + Δ)𝑅𝑚𝑖𝑛
6 (𝑞𝑅𝑚𝑖𝑛)

−4+Δ ∫ 𝑥−Δ𝐽3 2⁄
2 (𝑥)𝑑𝑥

𝑞𝑅𝑚𝑎𝑥

𝑞𝑅𝑚𝑖𝑛
. (3) 

Фигурирующий в формуле (2) интерполяционный коэффициент A определяется  

из соотношения: 

𝐴
6−𝐷𝑆
2 =

2

Γ(5 − 𝐷𝑆) sin (
𝜋
2
(𝐷𝑆 − 1))

, 
(4) 

а параметры имеют следующий смысл: ρ – контраст; r – радиус неоднородностей; c – их объ-

емная доля; DS – поверхностная фрактальная размерность; Г(x) – гамма-функция; J3/2(x) – 

функция Бесселя. 

При малых углах вклад (2) имеет тенденцию к насыщению, а на асимптотике (при 

q) закон рассеяния принимает вид Iq
n

, где n – так называемый параметр Порода, свя-

занный с фрактальной размерностью DS соотношением n = 6 DS и изменяющийся в преде-

лах 3< n  4. Для нефрактальных объектов n = 4.  

Вклад (3) используют в случае объектов со степенным распределением рассеивающих 

частиц по размерам, характеризуемым параметром Δ и имеющим вид [16, 17]: 

𝑁(𝑅) =

{
 

 
0;             𝑅 < 𝑅𝑚𝑖𝑛

𝐵 · (
𝑅𝑚𝑖𝑛
𝑅
)
3+∆

;   𝑅𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑅 ≤ 𝑅𝑚𝑎𝑥

0;             𝑅 > 𝑅𝑚𝑎𝑥

. (5) 

Величина B связана с полным числом частиц N2 в единице объема с и параметром Δ: 

𝐵 =
𝑁2(2 + ∆)

𝑅𝑚𝑖𝑛
, (6) 

она задается условием нормировки: 

∫𝑁(𝑅)𝑑𝑅 = 𝑁2 

∞

0

. (7) 

В случае МУРН под контрастом 𝜌 понимается разность плотностей амплитуд коге-

рентного рассеяния нейтронов матрицы 𝜌0 и микровключений 𝜌𝑖 [18], вычисляемых как 

сумма амплитуд когерентного рассеяния всех атомов элементарной ячейки рассеивателя,  

деленная на ее объем. Нетрудно понять, что в случае плохо окристаллизованных включений,  

а таковыми, судя по дифрактограммам на рис. 1–3, являются все микровключения помимо 
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выявленной там фазы TiO, о возможном составе их можно судить только руководствуясь 

табл. 2.  

Для нашей почти нулевой матрицы оказалось, что 𝜌0 =3, 5 · 10−10см−2. Что касается 

минорных преципитатов, то для оценки возможных значений 𝜌𝑖 были проведены вычисления 

этих величин для целого ряда фаз (оксидов, карбидов, нитридов, оксикарбонитридов вана-

дия, титана, хрома). Часть наших результатов представлена в табл. 4. 

Таблица 4 – Плотность амплитуды когерентного рассеяния нейтронов различных фаз  

карбидов, нитридов, оксидов ванадия, титана, хрома 

Фаза
 

Структура i, 10
10

 см
2 Фаза

 
Структура i, 10

10
 см

2 

TiC К5 (тип NaCl) 1,58 VO2 Т4 (рутил) 1,88 

VC К5 (тип NaCl) 3,49 CrO2 Т4 (рутил) 5,34 

VN К5 (тип NaCl) 5,02 V2O5 Ромбическая 3,16 

TiN К5 (тип NaCl) 3,05 VCrO4 Ромбическая 3,85 

TiO К5 (тип NaCl) 1,24 CrO3 Ромбическая 5,46 

VO К5 (тип NaCl) 3,13 Cr3C2 Ромбическая 4,05 

CrN К5 (тип NaCl) 6,72 V2C Гексагон 3,17 

TiO2 Т4 (рутил) 2,6 Cr2N Гексагон 10,5 

 

Как видно из таблицы, диапазон величины плотности амплитуды когерентного рассе-

яния нейтронов для этих фаз весьма широк: i = (110)10
10

 см
2

. Ввиду отсутствия деталь-

ных сведений о составе преципитатов при расчетах было выбрано некое среднее значение 

величины контраста  = 3,510
10 

см
2

. 

При описании экспериментальных зависимостей модельными функциями (2) и (3) 

подгоночными параметрами являлись величины (r, c, n) и (Rmin, N2, ), соответственно. Верх-

ний предел размера в функции распределения (5) принимался равным Rmax = 0,5 мкм. Ввиду 

малости эффекта рассеяния в больших углах и невозможности на нашем приборе проследить 

закон рассеяния на асимптотике фрактальная размерность DS принималась равной 2 (пара-

метр Порода n = 4, что означает пренебрежение фрактальностью частиц). В условиях такого 

выбора была проведена подгонка модельных кривых к экспериментальным результатам  

(рис. 4 и 5), а по подгоночным параметрам определены следующие характеристики надатом-

ной структуры образцов: 

– объемная доля 𝑐 частиц моды 1, их размер 2𝑟 и объемная плотность числа частиц 

этой моды 

𝑁1 = 3𝑐 4𝜋𝑟3 ;⁄  (8) 

– параметр ∆ степенного распределения частиц моды 2, их минимальный размер 

2𝑅𝑚𝑖𝑛, полная объемная плотность 𝑁2, а по ним объемная доля 𝐶 и средний размер частиц 

2�̅� этой моды: 

𝐶 =
4𝜋

3
∫ 𝑅3𝑁(𝑅)𝑑𝑅

∞

0
; (9) 

�̅� =
1

𝑁2
∫ 𝑅𝑁(𝑅)𝑑𝑅.

∞

0
  (10) 

Полученные при анализе результаты представлены в табл. 5.  
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Из изложенного ясно, что результаты МУРН обрабатывались в рамках весьма упро-

щенной и грубой модели, а ограниченные экспериментальные возможности прибора Д6 при-

вели к принятию дополнительных упрощающих предположений. Поэтому результаты, при-

веденные в табл. 5, носят оценочный, полукачественный характер.  

Из рис. 4, 5 и табл. 5 видно, что ни термообработка, ни облучение быстрыми нейтро-

нами не приводят к каким-либо качественным изменениям в картине малоуглового рассея-

ния нейтронов.  

Таблица 5 – Параметры надатомной структуры образцов сплава V-4Ti-4Cr 

Образец: 

Термо-

обработка, 

флюенс, см
2 

Мода 1 Мода 2 

2r, нм c, % 
N1, 

10
23 

м
3

 

2Rmin, 

нм 
2�̅�, 

нм 

N2, 

10
21

 м
3

 
 С, % 

ТО-1 

0 1,8 0,025 0,8 3,6 5,1 1,7 1,35 0,03 

1·10
19 

2,0 0,05 1,2 3,6 5,1 1,6 1,25 0,032 

5·10
19 

2,0 0,07 1,7 3,6 5,2 2,0 1,2 0,043 

1·10
20 

2,2 0,09 1,6 3,6 5,2 1,2 1,2 0,026 

ТО-2 

0 2,0 0,05 1,2 3,6 5,3 0,6 1,1 0,015 

1·10
19 

2,2 0,07 1,3 3,6 5,3 1,1 1,0 0,033 

5·10
19 

2,2 0,07 1,3 3,6 5,6 0,8 0,8 0,034 

1·10
20 

2,0 0,5 11,2 3,6 5,5 0,9 0,8 0,038 

 

Характеристики больших частиц (мода 2) почти не зависят от типа термообработки и 

нейтронного облучения. Минимальный размер больших частиц составляет 3,2 нм, а средний 

размер находится в пределах (5,1–5,6) нм. Плотность и объемная доля больших частиц слабо 

меняются нерегулярным образом и находятся в пределах N2 = (0,6–2)·10
21

 м
3

 и С = (0,02–

0,04) %. Вместе с тем, параметр  с флюенсом уменьшается примерно на 20 %. Это свиде-

тельствует о том, что «хвосты» кривой степенного распределения (5) с ростом флюенса ста-

новятся более затянутыми. (Напомним, что выявленные ранее в ходе нейтронно-

дифракционных исследований хорошо окристаллизованные преципитаты TiO имели разме-

ры порядка 30 нм и не дают вклад в наблюдавшийся нами спектр МУРН.) 

Из подгоночных расчетов следует, что размер малых частиц (мода 1) составляет около 

2 нм и почти не зависит от термообработки и воздействия быстрых нейтронов. Для таких ча-

стиц после обработки ТО-1 численная плотность N1 по порядку величины составляет  

10
23

 м
3

, а объемная доля – сотые доли процента. С ростом флюенса до 1·10
20 

см
–1

 происхо-

дит двукратное монотонное увеличение N1. Поскольку при этом расчет дает также увеличе-

ние линейных размеров частиц, то их объемная доля возрастает в 3,6 раза. Примерно такая 

же картина наблюдалась для малых частиц и после обработки ТО-2 при облучении до 

флюенса 5·10
19

 см
–1

. Однако обращает на себя внимание выявленное существенное измене-

ние числа N1 и концентрации c после облучения флюенсом 1·10
20

 см
–1

, хорошо заметное 

также по сдвигу шкалы отсчета на оси ординат рисунка 5d т. е по явному, экспериментально 

наблюдаемому усилению интенсивности малоуглового рассеяния. 

Отметим, что вид кривой рассеяния определяется в основном большими неоднородно-

стями. Вклад малых частиц проявляется в правой части кривой рассеяния при q > (0,3–0,4) нм
1

. 

По этой причине погрешность определения параметров малых частиц оказывается большой. 

Можно утверждать лишь, что размер малых частиц составляет 1–2 нм. Весьма грубым явля-

ется предположение об одинаковой величине контраста ρ для всех частиц. Как нетрудно ви-
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деть из табл. 4, ошибка тут при аддитивном учете в (2) разных фракций может составлять  

и 100 %, и 200 %. 

4. Заключение 

Выполненное исследование сплава V-4Ti-4Cr методами нейтронной дифракции и ма-

лоуглового рассеяния нейтронов показало применимость и перспективность этих методов 

для изучения радиационных дефектов даже в таких, не очень удобных с точки зрения 

нейтронографии, материалах. В ходе исследования удалось определить характеристики мик-

роструктуры сплава, сформированной преципитатами разных размеров, и изучить их радиа-

ционно-индуцированные изменения.  

Более глубокое исследование обнаруженных с помощью малоуглового рассеяния 

нейтронов эффектов требует усложнения привлекаемых для анализа экспериментальных 

данных моделей с привлечением результатов других методик для уточнения их параметров, 

а также кардинального улучшения характеристик дифрактометра МУРН. 

В исследованном диапазоне доз ни термообработка, ни нейтронное облучение не вы-

звали существенных изменений спектров нейтронной дифракции и малоуглового рассеяния. 

Очевидно, представляет большой интерес проведение аналогичных исследований данного 

материала в условиях высокодозного (измеряющегося десятками СНА – смещений на атом) 

нейтронного облучения. 
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A technique is proposed that makes it possible to implement a rational choice of fibers con-

stituting a unidirectional tensile composite. The choice is made in such a way as to avoid cata-

strophic failure. The tensile properties of the fibers are characterized by complete deformation dia-

grams with falling branches. It is shown that the fibers must have different properties since it is im-

possible to avoid a catastrophe (dynamic fracture of the composite) if the properties are identical. 
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Предложена методика, позволяющая реализовать рациональный выбор волокон, со-

ставляющих однонаправленный композит, работающий на растяжение. Выбор осуществля-

ется таким образом, чтобы избежать катастрофического разрушения. Свойства волокон при 

растяжении характеризуются полными диаграммами деформирования с падающими ветвя-

ми. Показано, что волокна должны иметь разные свойства, так как при их совпадающих 

свойствах катастрофы (динамического разрушения композита) не возможно избежать. 

Ключевые слова: однонаправленный композит, растяжение, рациональный выбор, полная 

диаграмма деформирования, разрушение. 

1. Введение 

Композиционные материалы благодаря их уникальным свойствам находят широкое 

применение в промышленности при изготовлении различных элементов конструкций [1–4]. 

Основное внимание при разработке материала для конкретного изделия уделяется 

расчету напряженно-деформированного состояния в компонентах композита с целью оце-

нить их прочность и сопротивление внешним нагрузкам [5–7]. 

Как правило рассматриваются различные варианты компоновки элементов композита, 

из которых выбирают наиболее подходящие [8]. Вопросом же оптимального проектирования 

материала по заданным внешним нагрузкам на изделие уделяется значительно меньше вни-

мания. 

Одним из распространенных классов композиционных материалов являются однона-

правленные композиты, обладающие повышенной прочностью при растяжении вдоль воло-

кон [9]. В работе разработана методика рационального выбора волокон, чтобы избежать ди-

намического разрушения. Свойства волокон при растяжении описываются полными диа-

граммами деформирования с падающими ветвями. Под разрушением понимается невозмож-

ность равновесия [10]. 

Для анализа устойчивости равновесия применяется аппарат математической теории 

катастроф [11]. Установлено, что при совпадающих свойствах волокон динамическое разру-

шение композита неизбежно. 

2. Постановка задачи 

Рассмотрим композицию, составленную из однонаправленных элементов (однона-

правленный композит). Нагружение осуществляем таким образом, чтобы все элементы рабо-

тали только на растяжение. При этом элементы могут находиться как в стадии упрочнения, 
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так и в стадии разупрочнения. Полагаем также, что прочность связующего, объединяющего 

элемента в единое целое пренебрежимо мало. Тогда данную композицию можно представить 

в виде системы из n параллельных стержней, подвергаемой растяжению в специальном 

устройстве (рис. 1). 

 

 

Рис. 1. Стержневая система, представляющая аналог однонаправленной композиции:  

I – неподвижная жесткая стенка; II – поршень; III – стержень 

Одним концом стержни соединены с неподвижной жесткой стенкой I, а другим с аб-

солютно жестким поршнем II, который перемещается на расстояние x под действием растя-

гивающего усилия, передающегося стержнем III. Стержень III упругий и имеет жесткость 

при растяжении, равную C. Растяжение системы осуществляем, задавая перемещение u 

свободному концу стержня III (жесткое нагружение) или прикладывая растягивающую си-

лу p (мягкое нагружение). Нагружение происходит квазистатически при постоянной темпе-

ратуре. 

Деформационные свойства растягиваемых стержней 1, 2, …, n определяют, соответ-

ственно, функции 𝑞1(𝑥), 𝑞2(𝑥), … 𝑞𝑛(𝑥), где x – удлинение стержней. Эти функции представ-

ляют собой полные диаграммы растяжения и имеют восходящие и ниспадающие до нуля 

ветви. Восходящие ветви характеризуют свойства стержней на стадиях упругости и упроч-

нения, ниспадающие ветви – на стадии разупрочнения (неустойчивого растяжения) [12, 13]. 

При упругом деформировании жесткость стержней равна 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛, свойства не-

упругого деформирования заданы касательными модулями к функциям 𝑞𝑛(𝑥), а именно, 

𝜆1
𝑝, 𝜆2

𝑝, … , 𝜆𝑛
𝑝

. Разгрузка происходит по линейному закону с модулями 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛. 

При жестком нагружении система имеет одну обобщенную координату x (параметр 

состояния) и один параметр управления u. При мягком нагружении система имеет две обоб-

щенные координаты x, u (параметр состояния) и один параметр управления p.  

Так как разрушение происходит в момент потери устойчивости процесса растяжения 

системы [10, 14], то задача состоит в следующем: необходимо подобрать стержни с такими 

свойствами, чтобы потеря устойчивости происходила как можно позднее или вообще воз-

можно было бы избежать потери устойчивости и провести процесс растяжения полностью 

равновесно.  

3. Система с одним разупрочняющимся стержнем 

Приведем общие положения по определению момента потери устойчивости компози-

ции в виде системы параллельных стержней на примере растяжения одного разупрочняюще-

гося стержня [15, 16]. 

Выпишем лагранжиан системы сначала при жестком нагружении. Имеем:  
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𝑊1
𝑢 = ∫𝑞1(𝑥)𝑑𝑥 + 0,5𝐶(𝑢 − 𝑥)

2.

𝑥

0

 

Далее, используя уравнение Лагранжа II рода [11], получаем уравнение равновесия 

𝜕𝑊1
𝑢

𝜕𝑥
= 𝑞1(𝑥) − 𝐶(𝑢 − 𝑥) = 0. (1) 

Решения уравнения (1) при квазистатическом возрастании параметра u есть критиче-

ские точки функции 𝑊1
𝑢. Вырожденные критические точки, где происходит переход в не-

устойчивое состояние равновесия, определяются совместным решением уравнения (1) и 

уравнения [11]: 

𝜕2𝑊1
𝑢

𝜕𝑥2
=
𝜕𝑞1

𝜕𝑥
+ 𝐶 = 𝜆1

𝑝(𝑥) + 𝐶 = 0. 

Следовательно, потеря устойчивости системы произойдет в том случае, если на  

падающей ветви диаграммы деформирования стержня касательный модуль 𝜆1
𝑝 = −𝐶. 

В случае мягкого нагружения лангранжиан системы равен [17] 

𝑊1
𝑝 = 𝑊1

𝑢 − ∫ 𝑝𝑑𝑢
𝑢

0
. 

В силу того, что в данном случае имеется две обобщенные координаты, получаем си-

стему уравнений равновесия 

𝜕𝑊1
𝑝

𝜕𝑥
=
𝜕𝑊1

𝑢

𝜕𝑥
= 𝑞1(𝑥) − 𝐶(𝑢 − 𝑥) = 0;      

𝜕𝑊1
𝑝

𝜕𝑢
= 𝐶(𝑢 − 𝑥) − 𝑝 = 0. (2) 

Вырожденные критические точки системы определяются совместным решением 

уравнений (2) и уравнения, полученного приравниванием к нулю детерминанта матрицы 

Гессе лангранжиана, которая имеет вид [11, 18]: 

𝐻(𝑊1
𝑝) =

(

 

𝜕2𝑊1
𝑝

𝜕𝑥2
𝜕2𝑊1

𝑝

𝜕𝑢𝜕𝑥
𝜕2𝑊1

𝑝

𝜕𝑢𝜕𝑥

𝜕2𝑊1
𝑝

𝜕𝑢2 )

 = (𝜆1
𝑝(𝑥) + 𝐶 −𝐶

−𝐶 𝐶
). 

В результате приравнивания детерминанта к нулю получаем уравнение: 

𝑑𝑒𝑡𝐻(𝑊1
𝑝) = 𝐶(𝜆1

𝑝 + 𝐶) − 𝐶2 = 0. 

Тогда потеря устойчивости системы произойдет при 𝜆1
𝑝(𝑥) = 0, т. е. когда будет до-

стигнута наивысшая точка на диаграмме деформирования разупрочняющегося стержня. 

4. Система с двумя разупрочняющимися стержнями 

В этом случае лагранжиан системы имеет вид: 
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𝑊2
𝑢 = ∫𝑞1(𝑥)𝑑𝑥 + ∫𝑞2(𝑥)𝑑𝑥 + 0,5𝐶(𝑢 − 𝑥)

2.

𝑥

0

𝑥

0

 

Уравнение равновесия 

𝜕𝑊2
𝑢

𝜕𝑥
= 𝑞1(𝑥) + 𝑞2(𝑥) − 𝐶(𝑢 − 𝑥) = 0. 

Вырожденные критические точки, в которых происходит смена типа равновесия,  

определяются из уравнения 

𝜕2𝑊2
𝑢

𝜕𝑥2
=
𝜕𝑞1
𝜕𝑥

+
𝜕𝑞2
𝜕𝑥

+ 𝐶 = 𝜆1
𝑝(𝑥) + 𝜆2

𝑝(𝑥) + 𝐶 = 0. (3) 

Рассмотрим фазовую плоскость с декартовыми координатами 𝜆1
𝑝, 𝜆2

𝑝. На этой плоско-

сти равенство (3) задает прямую 𝜆1
𝑝 + 𝜆2

𝑝 + С = 0 (рис. 2; прямая 1), разделяющую области 

устойчивости системы при квазистатическом возрастании величины u (зона I) и неустойчи-

вости (зона II). 

 

 

Рис. 2. Фазовый портрет процесса растяжения 

Параметрическое уравнение кривой, отражающей процесс деформирования 

разупрочняющихся стержней, задано функциями 𝜆1
𝑝(𝑥), 𝜆2

𝑝(𝑥).  Изменяя параметр x, получа-

ем кривую 2 (рис. 2). При пересечении кривой 2 и линии 1 в некоторой точке A происходит 

скачкообразный переход системы в новое положение равновесия (потеря устойчивости про-

цесса растяжения) 

Очевидно, что потери устойчивости не произойдет, если кривая 2 не будет пересекать 

прямую 1. Следовательно, расстояние от каждой точки {𝜆1
𝑝(𝑥)𝜆2

𝑝(𝑥)} до прямой 1 должно 

быть всегда больше или равно нулю для каждого значения x: 

𝛿 =
𝜆1
𝑝(𝑥) + 𝜆2

𝑝(𝑥) + 𝐶

√2
≥ 0.   (4) 

Используя условие (4), можно осуществить рациональный выбор материалов 

разупрочняющихся стержней по следующей схеме. Пусть имеется набор стержней с харак-

теристиками 𝜆𝑘
𝑝(𝑥)  (𝑘 = 1,2, … , 𝐾). Сформируем множество функций: 
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𝛿𝑒𝑚 =
𝜆𝑒
𝑝(𝑥) + 𝜆𝑚

𝑝 (𝑥) + 𝐶

√2
, (𝑒,𝑚 = 1,2, …𝐾). 

Затем находим min𝑥 𝛿𝑒𝑚, т. е. минимальные расстояния точек кривых, определяемых 

функциями 𝜆𝑒
𝑝(𝑥) и 𝜆𝑚

𝑝 (𝑥) от прямой 1. После этого вычисляем max𝑒,𝑚min𝑥 𝛿𝑒𝑚. Отсюда по-

лучаем такие значения e и m, при которых минимальное расстояние точек фазовой кривой 2 

от прямой 1 максимально. Если для данных e и m выполняется условие (4), то растяжение 

системы с характеристиками 𝜆𝑒
𝑝 и 𝜆𝑚

𝑝
 происходит без катастрофического скачка и система 

обладает необходимой живучестью, т. е. имеет способность сохранять по крайней мере огра-

ниченную несущую способность при повреждении или разрушении отдельных элементов.  

В том случае, когда в данном наборе материалов нет комбинаций, обеспечивающих выпол-

нение условия (4), необходимо выключить в этот набор новые материалы. 

Отметим, что при равенстве свойств разупрочняющихся стержней 𝜆1
𝑝(𝑥) = 𝜆2

𝑝(𝑥) = 
= 𝜆𝑝(𝑥). Пусть деформирования на фазовой плоскости представляется прямой 3 (рис. 3), ко-

торая пересекает прямую 1 в точке B с координатами 𝜆1
𝑝 = −

𝐶

2
;   𝜆2

𝑝 = −
𝐶

2
.  

 

 

Рис. 3. Фазовый портрет растяжения стержней с одинаковыми свойствами 

При увеличении параметра u потеря устойчивости системы обязательно происходит и 

наступает раньше чем в системе с одним стержнем. 

Перейдем к мягкому нагружению. Имеем Лагранжиан: 

W2
𝑝 = ∫𝑞1(𝑥)𝑑𝑥 + ∫𝑞2(𝑥)𝑑𝑥 + 0,5𝐶(𝑢 − 𝑥)

2 −∫ 𝑝𝑑𝑢
𝑢

0

𝑥

0

𝑥

0

 

и уравнения равновесия 

𝜕𝑊2
𝑝

𝜕𝑥
= 𝑞1(𝑥) + 𝑞2(𝑥) − 𝐶(𝑢 − 𝑥) = 0, 

𝜕𝑊2
𝑝

𝜕𝑢
= 𝐶(𝑢 − 𝑥) − 𝑝 = 0. 

Вырожденные критические точки определяются уравнением, получающимся прирав-

ниванием к нулю детерминанта матрицы Гессе: 
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|

𝜕2𝑊2
𝑝

𝜕𝑥2

𝜕2𝑊2
𝑝

𝜕𝑥𝜕𝑢

𝜕2𝑊2
𝑝

𝜕𝑥𝜕𝑢

𝜕2𝑊2
𝑝

𝜕𝑥2

| = |𝜆1
𝑝(𝑥) + 𝜆2

𝑝(𝑥) + 𝐶 −𝑐

−𝐶 𝐶
|= 

= (𝜆1
𝑝 + 𝜆2

𝑝 + 𝐶)𝐶 − 𝐶2 = 𝜆1
𝑝(𝑥) + 𝜆2

𝑝(𝑥) = 0. 

(5) 

На фазовой плоскости равенство (5) задает прямую 

𝜆1
𝑝 + 𝜆2

𝑝 = 0, (6) 

проходящую через начало координат под углом 
𝜋

4
 к осям координат. Эта прямая разделяет 

области устойчивости системы при квазистатическом возрастании величины p (зона I) и не-

устойчивости (зона II) (рис. 2). 

Потеря устойчивости процесса растяжения не произойдет, если фазовая кривая (5)  

не будет пересекать прямую (6). В этом случае расстояние от каждой точки фазовой кривой 

до прямой (6) должно быть больше или равно нулю: 

𝛾 =
𝜆1
𝑝(𝑥) + 𝜆2

𝑝(𝑥)

√2
≥ 0. 

Так же осуществим рациональный выбор материалов из набора стержней с характери-

стиками 𝜆𝑘
𝑝(𝑥). Сформируем множество функций 

𝛾𝑒𝑚 =
𝜆𝑒
𝑝(𝑥)+𝜆𝑚

𝑝 (𝑥)

√2
.  

Находим max𝑒,𝑚min𝑥 𝛾𝑒𝑚. Отсюда получаем такие значения e и m, при которых рас-

стояние точек фазовой кривой 5 от прямой 6 максимально. 

Отметим, что при равенстве свойств разупрочняющихся стержней потеря устойчиво-

сти (разрушения) обязательно произойдет, когда 𝜆1
𝑝 = 𝜆2

𝑝 = 0. 

5. Общий случай 

Пусть система имеет n разупрочняющихся стержней. Тогда, опираясь на методику,  

изложенную выше, при жестком нагружении имеем уравнение равновесия: 

𝑞1(𝑥) + ⋯+ 𝑞𝑛(𝑥) − 𝐶(𝑢 − 𝑥) = 0 

и вырожденные критические точки лагранжиана определяются из уравнения 

𝜕𝑞1
𝜕𝑥

+⋯+
𝜕𝑞𝑛
𝜕𝑥

+ 𝐶 = 𝜆1
𝑝(𝑥) + ⋯+ 𝜆2

𝑝(𝑥) + 𝐶 = 0. (7) 

В фазовом n-мерном евклидовом пространстве с декартовой системой координат 

𝜆1
𝑝, … , 𝜆𝑛

𝑝
 равенство (7) задает плоскость  

𝜆1
𝑝 +⋯+ 𝜆𝑛

𝑝 + 𝐶 = 0, (8) 

разделяющую области устойчивости системы при квазистатическом возрастании величины u 

и неустойчивости. 
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Система всегда находится в области устойчивости, если расстояние точек фазовой 

кривой, заданной функциями 𝜆1
𝑝(𝑥), … , 𝜆𝑛

𝑝(𝑥), будет больше или равно нулю: 

𝛽 =
𝜆1
𝑝(𝑥) + ⋯+ 𝜆𝑛

𝑝(𝑥) + 𝐶

√𝑛
≥ 0. 

Тогда рациональный выбор материалов разупрочняющихся стержней осуществляем 

по следующей схеме. Используя набор стержней с характеристиками 𝜆𝑘
𝑝(𝑥), сформируем 

множество функций: 

𝛽 =
𝜆𝑒
𝑝(𝑥)+⋯+𝜆𝑚

𝑝 (𝑥)+𝐶

√𝑛
. 

Вычисляем max𝑒,𝑚min𝑥 𝛽𝑒𝑚 и отсюда получаем значение e и m, при которых рассто-

яние точек фазовой кривой от плоскости (8) будет минимально. 

Отметим, что при равенстве свойств стержней 𝜆1
𝑝 = 𝜆2

𝑝 = ⋯ = 𝜆𝑛
𝑛 = 𝜆𝑝 потеря устой-

чивости растяжения обязательно наступает, когда касательные модули стержней равняются 

𝜆𝑛
𝑝 . Этот случай практически не отличается от мягкого нагружения системы с одним 

разупрочняющимся стержнем, когда потеря устойчивости растяжения происходит при 

𝜆𝑝 = 0.  
При мягком нагружении, приравнивая детерминант матрицы Гессе к нулю, получаем: 

𝜆1
𝑝(𝑥) + ⋯+ 𝜆𝑛

𝑝(𝑥) = 0. 

Используя данное равенство, формируем множество функций: 

𝜑𝑒𝑚 =
𝜆𝑒
𝑝(𝑥) + ⋯+ 𝜆𝑚

𝑝 (𝑥)

√𝑛
. 

Тогда рациональный выбор стержней определяем из условия max𝑒,𝑚min𝑥 𝜑𝑒𝑚. 

6. Заключение 

Разработана методика рационального выбора элементов однонаправленных компози-

тов с целью увеличения живучести композиции при растяжении вдоль волокон. Установле-

но, что равенство свойств волокон не способствует живучести композиции, а наоборот, при-

водит к быстрому разрушению. 

Благодарность 

Работа выполнена в соответствие с государственным заданием по теме № АААА-

А18-118020790145-0. 

Литература 

1. Батаев А. А., Батаев В. А. Композиционные материалы: строение, получение, приме-

нение. – Новосибирск : Изд-во НГТУ, 2002. – 384 с. 

2. Михайлин Ю. А. Конструкционные полимерные композитные материалы. – М. :  

Изд-во Научные основы и технологии, 2008. – 822 с. 

3. Мэттьюз Ф., Ролингс Р. Композиционные материалы и конструкции. – Механика  

и технологии. – М. : Техносфера, 2004. – 407 с. 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 3, 2021 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

54 

 

 

Struzhanov V. V. On the rational choice of the properties of structural elements constituting unidirectional compositions //  

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures. – 2021. – Iss. 3. – P. 45–54. – DOI: 10.17804/2410-

9908.2021.3.045-054. 

 

4. Уорден К. Новые интеллектуальные материалы и конструкции. – М. : Техносфера, 

2006. – 223 с. 

5. Победря Б. Е. Механика композиционных материалов. – М. : Изд-во МГТУ, 1984. – 

336 с. 

6. Гаришин О. К., Лебедев С. Н. Исследование структурных напряжений в дисперсно 

наполненных эластомерных нанокомпозитах // Механика композиционных материалов. – 

2006. – № 3. – С. 289–299. 

7. Жигун В. И., Плуме Э. З. Оценка несущей способности углерод-углеродных компози-

тов при плоском напряженном состоянии // Механика композиционных материалов. –  

2017. – Т. 23, № 1. – С. 25–40. 

8. Халиулин В. И., Шапаев И. И. Технология производства композитных изделий :  

учебное пособие. – Казань : Изд-во КГТУ, 2003. – 368 с. 

9. Перепелкин К. Е. Армирующие волокна и волокнистые полимерные композиты. –  

М. : Изд-во Научные основы и технологии, 2009. – 658 с. 

10. Седов Л. И. Механика сплошной среды. Т.1. – М. : Наука, 1970. – 492 с. 

11. Постон Т. Стюарт И. Теория катастроф и ее приложения. – М. : Мир, 1980. – 608 с. 

12. Вильдеман В. Э., Чаусов Н. Г. Условия деформационного разупрочнения материала 

при растяжении образца специальной конфигурации // Заводская лаборатория: Диагностика 

материалов, 2007. – Т. 73, № 10. – С. 55–59. 

13. Вильдеман В. Э., Третьяков М. П. Испытания материалов с построением полных диа-

грамм деформирования // Проблемы машиностроения и надежности машин. – 2013. – № 2. – 

С. 93–98. 

14. Стружанов В. В., Коркин А. В., Чайкин А. Е. Об одном подходе к определению пре-

дельной несущей способности механических систем с разупрочняющимися элементами // 

Вестн. Сам. Гос. тех. ун-та сер. Физ.-мат науки. – 2018. – Т. 22, № 4. – С. 762–773. 

15. Стружанов В. В., Миронов В. И. Деформационное разупрочнение материала в эле-

ментах конструкций. – Екатеринбург : Изд-во УрО РАН, 1995. – 190 с. 

16. Стружанов В. В., Коркин А. В. Об устойчивости процесса растяжения одной стержне-

вой системы с разупрочняющимися элементами // Вестник Уральского гос. ун-та путей  

сообщения. – 2016. – № 3. – С. 4–17. 

17. Парс Л. Аналитическая динамика / пер. с англ. – М. : Мир, 1989. – 655 с. 

18. Хорн Р., Джонсон Ч. Матричный анализ / пер. с англ. – М. : Мир, 1989. – 655 с. 
 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 3, 2021 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

55 

 

 

Burmasheva N. V. and Prosviryakov E. Yu. Analysis of specific kinetic energy for the Birikh–Ostroumov shear diffusion flow //  

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures. – 2021. – Iss. 3. – P. 55–70. – DOI: 10.17804/2410-

9908.2021.3.055-070. 

 

Received: 08.04.2021 

Revised: 19.06.2021 

Accepted: 25.06.2021 

DOI: 10.17804/2410-9908.2021.3.055-070 

ANALYSIS OF SPECIFIC KINETIC ENERGY FOR THE BIRIKH–OSTROUMOV  

SHEAR DIFFUSION FLOW 

N. V. Burmasheva
a)

* and E. Yu. Prosviryakov
b) 

Institute of Engineering Science, Ural Branch of the Russian Academy of Sciences, 

34 Komsomolskaya St., Ekaterinburg, 620049, Russian Federation 

a)
 https://orcid.org/0000-0003-4711-1894  nat_burm@mail.ru;  

b)
 https://orcid.org/0000-0002-2349-7801  evgen_pros@mail.ru 

*Corresponding author. E-mail: nat_burm@mail.ru 

Address for correspondence: 34 Komsomolskaya St., Ekaterinburg, 620049, Russian Federation 

Tel.:+7 (343) 375 35 76; fax: 374 53 30 

The article presents a new exact solution for stratified steady-state shear diffusion flows of a 

viscous fluid in an infinite horizontal layer with impenetrable boundaries. The announced exact so-

lution belongs to the Ostroumov–Birikh family. Two components of the velocity vector depend on 

the vertical (transverse) coordinate. The concentration field and the pressure field are described by 

linear forms relative to horizontal (longitudinal) coordinates, with coefficients depending on the 

third coordinate. The components of the velocity field and the shear stress field are analyzed in de-

tail, and the behavior of the specific kinetic energy is studied. It is shown that this exact solution is 

capable of describing the stratification of the shear stress field and the nonmonotonic behavior of 

flow velocity. The relation of flow velocities and shear stresses to the distribution of specific kinetic 

energy is revealed. 

Keywords: concentration convection, Navier–Stokes equation, exact solution, shear flow, stratifi-
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В статье представлено новое точное решение для слоистых установившихся сдвиговых 

диффузионных течений вязкой жидкости в бесконечном горизонтальном слое с непроницаемы-

ми границами. Анонсируемое точное решение принадлежит семейству Остроумова–Бириха.  

Две компоненты вектора скорости зависят от вертикальной (поперечной) координаты. Поле 

концентрации и поле давления описываются линейными формами относительно горизон-

тальных (продольных) координат с коэффициентами, зависящими от третьей координаты. 

Проведен подробный анализ компонент поля скорости и поля касательных напряжений, изу-

чен характер поведения удельной кинетической энергии. Показано, что данное точное реше-

ние способно описывать расслоение поля касательных напряжений и немонотонный харак-

тер изменения скорости течения. Выявлена связь скоростей течения и касательных напряже-

ний с распределением удельной кинетической энергии. 

Ключевые слова: концентрационная конвекция, уравнение Навье–Стокса, точное решение, 

сдвиговое течение, стратификация. 

1. Введение 

Концентрационная конвекция возникает в результате повышенной минерализации 

одних слоев жидкости по сравнению с уровнем минерализации других ее слоев. Этот вид 

конвекции наиболее сильно проявляется для рассолов поверхностных водоемов, солончаков, 

соленосных пород и других природных явлений и техногенных факторов [1–8]. Однако кон-

центрационная конвекция возникает не только в природных водоемах, но и в технических 

устройствах вследствие неоднородности распределения различного рода примеси в рабочей 

жидкости. Распределение примеси при этом существенно влияет на свойства потока жидко-

сти, его вязкость, среднюю скорость течения, возможность возникновения зон с обратным 

течением. 

Возможность управления противотечениями оказывается особенно важна в техниче-

ских устройствах, поскольку наблюдаемый при некоторых сочетаниях задаваемых парамет-

ров эффект попеременного ослабления и усиления скоростей жидкости относительно стенок 

может приводить к увеличению электризации жидкости в насосах, расходомерах и других 

подобных устройствах [9–17]. В предельном случае электризация может привести к воспла-

менению горючих сред искровыми разрядами с электростатически заряженных материалов. 

Статья посвящена сдвиговому диффузионному течению вязкой несжимаемой жидко-

сти в горизонтальном слое, вызванному неравномерным распределением концентрации при-

меси; приведено новое точное решение системы уравнений концентрационной конвекции  
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с учетом прилипания жидкости к твердым непроницаемым стенкам, ограничивающим слой. 

Основное внимание уделено анализу свойств поля скоростей течения. Показано, что приве-

денное точное решение обеспечивает отсутствие зон с обратным течением, при этом харак-

теристики течения (кинетическая энергия, средняя скорость и др.) зависят от распределения 

примеси на одной из границ рассматриваемого слоя. 

2. Постановка задачи 

Рассматривается краевая задача, описывающая сдвиговое установившееся диффузион-

ное течение вязкой несжимаемой жидкости в бесконечном горизонтальном слое толщины h.  

В определяющую систему уравнений входят уравнение Навье–Стокса, уравнения несжимае-

мости и уравнение изменения концентрации легкой фазы бинарной смеси [18–20]:  

  ;P g C     V V V k  

  ;C d C  V  

0=V . 

(1) 

Здесь V =(Vx(x,y,z), Vy(x,y,z),0) – вектор скорости; P(x,y,z) – отклонение от гидростати-

ческого давления, деленное на среднюю плотность жидкости; C(x,y,z) –  отклонение концен-

трации легкой фазы смеси от равновесного значения. Параметры ν, d – кинематическая  

(молекулярная) вязкость жидкости и коэффициент диффузии соответственно; g – ускорение 

свободного падения;   – коэффициент концентрационного расширения, k  – орт вертикаль-

ной оси Oz. 

Решение системы уравнений концентрационной конвекции (1) ищем в классе Линя 

[20–25]: 

 xV U z ;   yV V z ;  0zV   (2) 

     0 1 2P P z xP z yP z   ;       0 1 2C C z xC z yC z   . 
(3) 

В результате допущений (2) и (3) относительно установившихся гидродинамических 

полей система уравнений Обербека–Буссинеска редуцируется к следующей эквивалентной 

системе линейных обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянными коэффици-

ентами: 

1 0C ''  ;  2 0C ''  ; 

1 1P' Cg  ;  2 2P ' Cg  ; 

2V '' P  ,  1U'' P  , 

0 1 2C '' UCd VC  , 

0 0P ' g C  . 

(4) 

Штрихом в системе (4) обозначена операция дифференцирования по переменной z. 

Системы дифференциальных уравнений, подобные системе (4), также исследовались различ-

ными авторами для термодиффузионных задач и задач тепловой и концентрационной кон-

векции [8, 19, 20, 23–49]. 
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Общее решение системы (4) получаем последовательным интегрированием. Сначала 

определяется зависимость горизонтальных градиентов от вертикальной координаты: 

1 1 2c cC z  ; 32 4c cC z  . 

Далее однократным интегрированием получено распределение горизонтальных гра-

диентов давления по толщине слоя: 

2

1 1 2 5 ;
2

z
g c c cP z

 
    

 
 

2

3 42 6
2

z
g c c z cP .

 
    

 
 

Скорости течения жидкости описываются многочленами четвертой степени: 

4 3 2

1 2 5 7 8 ;
4 3 2

g z z z
U c c c c z c

! !

 
     

  
  

4 3 2

3 4 6 9 10
4 3 2

g z z z
V c c c c z c .

! !

 
     

  
 

Для вычисления фоновой концентрации 0C  подставим выражения для скоростей и го-

ризонтальных градиентов концентрации: 

 

 
4 3 2

0 1 2 1 2 5 7 8 1 2
4 3 2

g z z z
C '' UC VC c c c c z c c z cd

! !

 
       

  
   

 
4 3 2

3 4 6 9 10 3 4
4 3 2

g z z z
c c c c z c c z c

! !

 
       
  

 

5 4 3 4 3 2
2 2 2

1 1 2 1 5 1 7 1 8 1 2 2 2 5 2 7 2 8
4 3 2 4 3 2

g z z z g z z z
c c c c c c c z c c z c c c c c c c z c c

! ! ! !

    
             

    
 

5 4 3 4 3 2
2 2 2

3 3 4 3 6 3 9 3 10 3 4 4 4 6 4 9 4 10
4 3 2 4 3 2

g z z z g z z z
c c c c c c c z c c z c c c c c c c z c c

! ! ! !

    
             
    

 

5 4 3 2 4 3 2
2 2

1 1 2 1 5 1 7 1 8 1 2 2 2 5 2 7 2 85 4 3 2
5 4 3 2 4 3 2

g z z z z g z z z
c c c c c c c c c z c c c c c c c z c c

! ! ! ! ! !

    
             

    
 

5 4 3 2 4 3 2
2 2

3 3 4 3 6 3 9 3 10 3 4 4 4 6 4 9 4 105 4 3 2
5 4 3 2 4 3 2

g z z z z g z z z
c c c c c c c c c z c c c c c c c z c c

! ! ! ! ! ! !

    
             
    

     
5 4 3

2 2 2 2

1 3 1 2 3 4 1 5 3 6 2 45 5 3 3
5 4 3

g z z z
c c c c c c c c c c c c

! ! !


        

 
 

   
2

1 7 3 9 2 5 4 6 1 8 3 10 2 7 4 9 2 8 4 102 2
2

z
c c c c c c c c c c c c c c c c z c c c c

!
           . 

Тривиальные выкладки, проведенные выше, даны для лучшего понимания физическо-

го смысла последующих формул и полноты исследования математических особенностей 

точных решений уравнений Обербека–Буссинеска. Выражение для функции 0C  после инте-

грирования последнего обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка за-

пишем следующим образом: 
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7 6 5

2 2 2 2

0 1 3 1 2 3 4 1 5 3 6 2 45 5 3 3
7 6 5

g z z z
C c c c c c c c c c c c c

d ! ! !


       

 
  

     
4 3 2

1 7 3 9 2 5 4 6 1 8 3 10 2 7 4 9 2 8 4 10 11 122 2
4 3 2

z z z
c c c c c c c c c c c c c c c c c c c c c z c

! ! !


            


. 

 

Для завершения записи точного общего решения системы уравнений (4) приведем 

выражение для фонового давления: 

 

     
2 2 8 7 6

2 2 2 2

0 1 3 1 2 3 4 1 5 3 6 2 45 5 3 3
8 7 7

g z z z
P c c c c c c c c c c c c

d ! ! !


       

 
 

     
5 4 3 2

1 7 3 9 2 5 4 6 1 8 3 10 2 7 4 9 2 8 4 10 11 12 132 2
5 4 3 2

z z z z
c c c c c c c c c c c c c c c c c c c c c c z c

! ! ! !


             


. 

 

Таким образом, получен набор формул для описания диффузионной конвекции, при-

надлежащих классу многочленов. Эти формулы сравнительно простые, но, как будет показа-

но далее, содержат ряд интересных физически содержательных результатов. 

3. Краевая задача и ее точное решение 

В качестве краевых условий взяты следующие возмущения гидродинамических полей 

на обеих плоских границах бесконечно протяженной горизонтальной полосы. Нижняя гра-

ница слоя жидкости z=0 считается гидрофильной (жидкость прилипает) и непроницаемой 

для растворенного вещества: 

   0 0 0U V  , 10 20 0 0
0

z z z
' 'C C C '

  
   . (5) 

На верхней неподвижной границе z=h задано однородное давление, отвечающее ат-

мосферному, неоднородное распределение концентрации примеси (горизонтальные градиен-

ты) и условие прилипания: 

    0U h V h  ;  0z h
P S


 ;   0 0C h  ;   1C h a ;   2C h b . (6) 

Решение краевой задачи (4)–(6) имеет следующий вид [50]: 

  2 1 ZU Z Z     ; 

  2 1 ZV Z Z     ; 

1C a ; 2C b ; 

  3

0

2 41 8 8 8 12 3Z Z Z Z ZC        ; 

 1 1 1P Z    ;  2 2 1 ZP     ; 

   0 0

3 4

3

2 21 11 6 4Z Z Z ZP ZS        . 

(7) 

В выражениях (7) для удобства дальнейшего анализа и наглядности введены следую-

щие обозначения:  
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z
Z

h
 ; 

3

6

ag h
 


;  

3

6

bg h
 


;   

5
2 2

360

gh
a b

d






; 

1 ag h   ;  2 g hb   ;   
2 6 2

2 2

3
720

g h
a b

d






. 

 

Решение (7) является обобщением решения Пуазейля на неодномерный случай диф-

фузионных течений. Далее подробно проанализированы неодномерное поле скоростей тече-

ния, поле касательных напряжений, им порождаемое, и удельная кинетическая энергия. 

4. Анализ решения для поля скоростей 

Из [50] было следует, что решение (7) описывает однонаправленное диффузионное 

течение (если   или   равно нулю) или в противном случае сводится к однонаправленному 

течению путем поворота горизонтальных осей. При этом каждая из проекций вектора скоро-

сти на горизонтальные оси координат не имеет нулевых точек внутри рассматриваемого слоя 

вязкой жидкости. За счет того, что обе скорости обращаются в нуль на обеих границах слоя, 

описываемое решением (7) течение является возвратным (рис. 1). 

 

 

Рис. 1. Профили проекций U (сплошная линия) и V (пунктирная линия)  

вектора скорости при 2; 2,5     

В силу указанных обстоятельств получается, что годографом вектора скорости будет 

отрезок, лежащий на одной из горизонтальных осей (если   или   равно нулю) или на пря-

мой общего вида (в противном случае), но в обоих случаях обязательно одним из концов 

данного отрезка будет начало координат. При этом через любую точку указанного отрезка 

(кроме второго его конца) годограф проходит дважды (рис. 2).  
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Рис. 2. Годографы вектора скорости при 2;  0    (сплошная линия); при 0;  2 5,   

(штриховая линия) и при 2;  5     (пунктирная линия) 

5. Исследование свойств поля касательных напряжений 

Рассмотрим теперь, какими свойствами обладает поле касательных напряжений, по-

рождаемой скоростями (7). Компоненты тензора касательных напряжений согласно [51–54] 

определяются по формулам: 

yx
xy yx

VV

y x

 
      

  
; 

x z
xz zx

V V

z x

  
      

  
; 

y z
yz zy

V V

z y

 
      

  
, 

 

где   – коэффициент динамической вязкости. С учетом структуры поля скорости (2) ненуле-

выми будут только два касательных напряжения: 

 23 6 2xz

U U

z
Z

h Z h
Z

   
    

 


  ; 

 23 6 2yz

V V

z
Z

h Z h
Z

   
    

 


  . 

(8) 

Очевидно, что касательные напряжения (8) обращаются в нуль одновременно, т. е. 

одновременно меняют тип с растягивающего на сжимающее (или наоборот). Кроме того, это 

происходит не более двух раз, так как обе функции (8) являются квадратичными параболами. 

И только одна из этих точек – точка 

3 3 3
1 0,42265

3 3
*Z    
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будет принадлежать рассматриваемому слою жидкости (рис. 3). Эта точка соответствует  

локальному, экстремуму, который является глобальным на области течения. В точке экстре-

мума, расположенной ближе к нижней границе слоя, скорости жидкости принимают значе-

ния: 

  1 1 1
3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3
1

3 3 3
2*U Z

       
              

 
    

      
   

3 3 3 3

3 3 3 3

3 9 3 3 3

9 9

2  
    

  

   
     

 
 

и соответственно 

 
2 3

9
*V Z   . 

 

 

 

Рис. 3. Профили касательных напряжений xz (сплошная линия) и yz  (пунктирная линия)  

при 2;  2,5     

Обратим внимание на следующее обстоятельство: 

.

0

yz xz

x y z

V U
rot

x y z x y z z z

V V V U V

        
   

         

i j k i j k

V = i j = i j  

Другими словами, ненулевые компоненты вектора завихренности rot V  с точно-

стью до постоянного множителя совпадают с касательными напряжениями xz и yz . Как бы-

ло показано выше, в точке *Z  оба напряжения одновременно принимают нулевое значение. 

Это означает, что в подслое *Z  течение становится безвихревым (вырождение в потенциаль-

ное). 
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6. Анализ свойств удельной кинетической энергии 

Удельная кинетическая энергия  

   2 2 2 2 ,
2 2

k x yE V V U V
 

     

очевидно, обращается в нуль только тогда, когда становятся равными нулю обе ско-

рости U ,V  одновременно. Это происходит только обеих границах рассматриваемого слоя и 

нигде более. При этом она не равна тождественно нулю. Это означает, что у кинетической 

энергии имеются точки экстремума. Найдем их: 

 2 2
2

yzk xz
xz yz

hdE dU dV h h
U V U V U V .

dZ dZ dZ

    
          

     
 

Подставим в правую часть последнего равенства решение (7) для компонент поля 

скорости и выражения (8) для отвечающих им напряжений: 

     2 22 22 1 3 6 2k Z Z
dE h

ZZ Z .
dZ

       





  

Таким образом, получаем, что точками экстремума кинетической энергии kE  являют-

ся либо границы слоя, либо точка  

3
,

3

3
*Z 


, 

где обращаются в нуль оба касательных напряжения (рис. 4). 

 

Рис. 4. Профиль кинетической энергии kE  при 2;  2,5     

7. Анализ средней скорости течения 

Одной из характеристик течения помимо проанализированных выше, является его 

средняя скорость. С точностью до константы, отвечающей площади сечения, через которое 

проходит жидкость, средняя скорость совпадает с расходом жидкости. 
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Расход жидкости xQ  в направлении оси Ox  определяется следующим интегралом: 

    
4

1
1 1 1

0 0 0
0

3 2 3 22 1 3
4

2
4

x

Z
Z Z Z Z Z Z Z ZQ U Z dZ dZ dZ .


      

 
           

 
     

 

Аналогичным образом рассчитывается расход жидкости в направлении оси Oy : 

    
1 1

0 0
2 1

4
yQ V Z dZ dZZ Z Z .


         

 

Таким образом, средняя скорость потока в обоих направлениях оказывается прямо 

пропорциональна величине горизонтальных градиентов концентрации a  и b , определяющих 

значения   и  . 

Заметим, что если в последних двух выражениях положить 0    , расход жидко-

сти в обоих горизонтальных направлениях будет нулевым. Именно ввиду этого обстоятель-

ства  построенное решение (7) можно рассматривать как обобщение классического течения 

Бириха–Остроумова [26, 27]. С другой стороны, в случае 0     обе проекции вектора 

скорости, определяемые формулами (7), оказываются тождественно нулевыми и движение 

жидкости как таковое отсутствует. Таким образом, необходимым условием существования 

концентрационного течения, отвечающего поставленным краевым условиям (5) и (6), явля-

ется условие ненулевого расхода жидкости.  

8. Заключение 

В статье представлено обобщение течения Бириха–Остроумова на случай неодномер-

ных диффузионных течений при неоднородном распределении  поля концентрации на верх-

ней границе рассматриваемого горизонтального слоя. Полученное точное решение описан-

ной краевой задачи неспособно описывать возникновение зон с обратным течением, но от-

ражает наблюдаемый в жидкости эффект попеременного усиления/ослабления скоростей те-

чения в выделенных направлениях. Отличительной особенностью построенного решения яв-

ляется возможность управления числом точек стратификации поля касательных напряжений, 

определяемых по точному решению для скоростей течения. Максимальное число зон, на ко-

торое расслаивается поле напряжений, равно двум. В одной из них напряжение является рас-

тягивающим, во второй – сжимающим. Проведенный анализ показал, что если точки страти-

фикации обоих касательных напряжений совпадают, то эта точка будет определять экстре-

мум кинетической энергии.  
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