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A relevant task in improving the properties of elastomers is to increase their strength and 

stiffness, which affect the reliability and durability of rubber products. The paper presents a tech-

nology for manufacturing high-modulus materials based on SKD-V butadiene rubber and reinforc-

ing layers of fabrics from basalt, glass, and carbon fibers. The results of studying elastic strength 

properties reveal a significant increase in the ultimate strength of reinforced samples in comparison 

with an unmodified elastomer. The increase in tensile strength varies from 1.7 to 2.8 times. The ad-

dition of reinforcing layers reduced the elongation value by 25 to 47 times compared to rubber 

without reinforcement. High tensile strength and low elongation increase shear resistance. The wear 

resistance testing of elastomers coated with reinforcing fabrics shows a decrease in abrasion re-

sistance reduced by a factor of 5.8. Abrasion wear and interaction between the reinforcing filler and 

the polymer are studied by electron microscopy. The study of the microstructure shows a weak con-

tact between the fiber and the elastomeric matrix. Lack of contact during the abrasion process caus-

es destruction of the fibers on the abrasive surface and their further separation. Due to the combina-

tion of high tensile strength and low elongation, the reinforced materials obtain high modulus prop-

erties combined with lateral mobility. 

Keywords: elastomer, basalt fiber, carbon fiber, glass fiber, high modulus material, microstructure. 

1. Introduction 

In connection with the intensive development of various industries, the task is to search for 

and create new polymer composite materials (PCM) that meet technical requirements and have high 

performance. Polymeric materials have a number of advantages and a wide range of applications. 

The potential for improvement is almost limitless due to the possibility of modifying them by intro-

ducing fillers into the volume, applying coatings, joining with other materials, or reinforcing with 

mailto:lazareva-nadia92@mail.ru
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various types of fibers and fabrics [1, 2]. One of the areas of polymer materials science is develop-

ment of high-modulus PCMs based on a combination of elastomers and reinforcing fabrics. 

When developing composites based on elastomers, one must consider the possibility of their 

operation at low negative ambient temperatures. Winter temperature in some regions can drop be-

low –40 °C, sometimes even below –50 °C, resulting in the failure of rubber products. To improve 

the reliability of products operating in these conditions, it is necessary to use materials with high 

frost resistance. Rubber is the main ingredient of the rubber compound responsible for the ability to 

operate elastomers at low temperatures [3]. It is known [4] that elastomers based on siloxane, buta-

diene, and isoprene rubbers have a high frost resistance. To create high-modulus frost-resistant 

PCMs, reinforcing basalt, glass, and carbon fabrics can be used, which retain the stability of proper-

ties over a wide temperature range [5, 6, 7, 8]. The advantage of reinforcing fabrics is their physical 

and mechanical properties; namely, the tensile strength of basalt fiber varies from 4.8 GPa and its 

elastic modulus is 89 GPa [9], the strength of glass fiber ranges from 1.5 to 5.0 GPa and its elastic 

modulus ranges from 50 to 90 GPa [10], the strength of carbon fiber is as high as 6–7 GPa and its 

elastic modulus reaches 600 GPa [11]. Another advantage of these fibers is their chemical resistance. 

Thus, basalt fiber forms a protective film on the surface due to partial dissolution of the fiber [12]; car-

bon fiber is chemically inert under normal conditions and in the absence of catalysts [13, 14]; when dis-

solving, glass fiber adsorbs water and an aggressive medium, with simultaneously slowly dissolving 

oxide components turning into highly porous silica [15]. The combination of a frost-resistant elas-

tomer with high-modulus fibers will make it possible to obtain a PCM with the properties of two 

different materials. 

The purpose of this research is to study the physical and mechanical properties and structure 

of high-modulus elastomers based on frost-resistant SKD-V butadiene rubber [16] and reinforcing 

basalt, carbon, and glass fabrics. 

2. Materials and Methods 

The objects of the study are elastomeric materials reinforced with fabrics by the layer-by-

layer method. Fabrics made of basalt fiber brand BT-11 (100) (Factory of technical fabrics, Russia) 

with a surface density of 351 g/m
2
 and a 5/3 twill weave, fiberglass brand TR-560-30A (100) 

(PolotskSteklovolokno, Belarus) with a surface density of 560 g/m
2
 and a 2/2 twill weave, carbon 

fiber brand 2/2-1000-12K-400 (Prepreg-SKM, Russia) with a density of 407 g/m2 and a 2/2 twill 

weave were used as a reinforcing layer. A rubber compound based on frost-resistant butadiene rub-

ber of the SKD-V brand (Sibur, Russia) was used as an elastomeric matrix. The ingredients were 

mixed in a PL-2200 closed rubber mixer (Brabender, Germany) for 20 min. The recipe and the time 

of introducing the ingredients into the rubber compound are shown in Table 1. 

TABLE 1. Recipe and time of introduction of rubber compound ingredients 

No. Ingredients MF Introduction time, min 

1 SKD-V 100.0 0 

2 Stearic acid 2.0 0 

3 Technical Carbon N550 50.0 2 

4 Zinc oxide 3.0 5 

5 Sulfenamide C 0.9 10 

6 Sulfur 1.5 12 
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The prototypes were produced by the layer-by-layer method, i.e. rubber mixture – reinforc-

ing fabric layer – rubber mixture. A schematic representation of the stacking of the samples  

is shown in Fig. 1. 

 

 

FIGURE 1. Reinforced material: elastomer layer – reinforcing fabric layer – elastomer 

Vulcanization of rubber compounds and hybrid elastomeric composites was carried out in a 

PKMV-100 hydraulic press (Impulse, Russia) at 155 C for 20 min under a pressure of 10 MPa. 

The elastic-strength properties of the reinforced elastomers were determined by means of an Auto-

graph AGS-JSTD testing machine (Shimadzu, Japan) according to ISO 37-2020; wear resistance was de-

termined on an MI-2 friction machine (Polymermash group, Russia) using an abrasive surface with a grain 

size of 150 according to ISO 4649-85, the test time was 5 min; hardness was determined by the Shore A 

method according to ISO 7619-1-2009. The microstructure of low-temperature cleavages and the friction 

surface was studied in a JSM-7800F scanning electron microscope (JEOL, Japan) at a low accelerating 

voltage in the secondary electron mode. 

3. Results  

Fig. 2 shows the microstructures of the basalt fabric (BF), the glass fabric (GF), and the car-

bon fabric (CF). 

 

 

a b c 

FIGURE 2. Micrographs of the fabrics: BF (a); GF(b); CF (c) 

The microphotographs show that the basalt fabric has a denser weave between fiber bundles 

relative to the fiberglass and carbon fabrics. Presumably, this is due to the fact that the ratio of the 

number of interlacing fibers of the basalt fabric is 5 to 3, while it is 2 to 2 for the fiberglass and car-

bon fabrics. 

Figure 3 shows the comparison diagrams of relative elongation and ultimate strength for the 

original elastomer and the elastomers reinforced with BF, GF and CF layers. 
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a b 

FIGURE 3. Diagrams of the physical and mechanical properties  

(a – elongation; b – tensile strength) of the elastomers based on rubber SKD-V,  

SKD-V with BF, SKD-V with GF, SKD-V with СF 

It can be seen from the relative elongation diagram that the introduction of a reinforcing lay-

er into the elastomer matrix leads to a significant decrease in elasticity, that the relative elongation 

decreases by a factor of ~25–47 compared to the original rubber, and that it is 15.5 % for the elas-

tomer with BF, 8.4 % for the elastomer with GF, and 7.1 % for the elastomer with CF. The decrease 

in the elastic properties is due to the inability of the reinforcing layers to suffer large strain-induced 

changes. Thus, the reinforcement of the elastomer reduces its deformability. 

 

 

a b 

 

c d 

FIGURE 4. Microphotographs of specimen cleavages: SKD-V (a); SKD-V with BF (b);  

SKD-V with GF (c); SKD-V with CF (d) 
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The introduction of a reinforcing layer into the rubber compound significantly increases the 

strength properties of the elastomers (Fig. 3b). The strength increases 1.7 to 2.8 times from that of 

the original rubber. The specimen reinforced with BF has the highest strength properties  

(∼29 MPa). The introduction of a reinforcing layer of BF, CF, and GF into the rubber compound 

imparts high-modulus properties to the elastomeric composites by increasing the strength properties 

and significantly reducing elasticity. 

Figure 4 shows micrographs of brittle fractures for the SKD-V elastomers and the composite 

elastomers with the addition of a reinforcing layer. 

Figure 4 b-d shows the contact points of two different layers: reinforcing fabric and rubber. 

For example, in Fig. 4b one can see areas of tight contact of the basalt fibers pressed into the rubber 

mass. The fibers on the samples with GF and CF (Fig. 4c, d) adhere less closely to the rubber. 

These samples showed lower strength during testing. It follows from the analysis of the microstruc-

ture that the adhesion of BF, GF, and CF to the rubber is weak due to the chemical inertness of the 

fibers. 

Figure 5 shows diagrams of Shore A hardness and wear resistance of the rubber samples 

based on the SKD-V rubber and the rubbers with reinforcing layers. 

 

 

a b 

FIGURE 5. Diagrams of Shore A hardness (a) and wear resistance (b) for the elastomers based  

on the rubbers SKD-V, SKD-V with BF, SKD-V with GF, and SKD-V with СF 

The hardness numbers of the elastomers with reinforcing layers (Fig. 5a) are on the same 

level with the original rubber, the variation being 1 arb. unit. Presumably, this is due to the fact that 

the reinforcing fabrics are soft materials, and thus they do not increase the hardness of the compo-

sites. 

According to the results of studying the abrasive abrasion of the samples (Fig. 5b) coated 

with reinforcing surface layers of BF, GF, and CF, there is a tendency of a decrease in the wear re-

sistance of the composites coated with fabrics. The volumetric abrasion of the specimens increases 

4.1 to 5.8 times compared to the original elastomer, and it amounts to 0.131 cm
3
 for BF, 0.172 cm

3
 

for GF, and 0.136 cm
3
 for CF. Reinforcing fabrics have inert properties when interacting with other 

materials and high hardness; this reduces the resistance to the abrasive action of large particles. Pre-

sumably, in the process of friction of the reinforcing fabrics on the abrasive surface, they become 

destroyed and peeled off from the elastomer surface. 

Figure 6 shows micrographs of the surface of the samples after testing for abrasion re-

sistance. 
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c d 

FIGURE 6. Micrographs of the samples tested for wear resistance: SKD-V (a);  

SKD-V with BF (b); SKD-V with GF (c); SKD-V with CF (d) 

When comparing the micrographs of the friction surface of the original and reinforced sam-

ples, one can observe a looser surface of the SKD-V sample with traces of grooves from the abra-

sive and a wavy surface of the reinforced rubbers. In Fig. 6 b–d, fragments of BF, GF, and CF fibers 

are clearly visible. Conceivably, during abrasion, the fabrics made of carbon, glass, and basalt fibers 

become destroyed on the abrasive surface and subsequently fall off. 

4. Conclusion 

The study of the physical and mechanical properties of reinforced elastomers has shown the 

following results: 

– the tensile strength of the reinforced elastomers is 1.7 to 2.8 times that of the original elas-

tomer, the maximum increase in strength of 29 MPa being observed in the sample reinforced with 

basalt fabric; 

– the relative elongation of the reinforced samples decreases significantly, 25 to 47 times, 

compared to the elastomer without a reinforcing layer, the decrease occurs by 25–47 times; 

– the microstructure study shows a weak adhesive interaction of BF, CF, and GF with the 

elastomeric matrix; 

– the formation of a surface layer of BF, CF, and GF on the rubber surface leaves wear  

resistance unincreased due to the low adhesion of the fibers with the elastomer and the fragility  

of the reinforcing fabrics. 

High strength values in combination with low relative elongation provide reinforced materi-

als with high resistance to shear deformations, i.e. high modulus properties. 
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The article presents an improved method for calculating the probability of failure-free opera-

tion of case-hardened spur gear transmissions. The existing methods for calculating the probability 

of failure-free operation of gear transmissions are analyzed. The failure tree for a case-hardened 

spur gear transmission is presented. The probability of failure-free operation of case-hardened cy-

lindrical gear transmissions is presented as the product of the probabilities of failure-free operation 

of the gear and the wheel according to the following criteria (failure types): contact endurance (pit-

ting), bending endurance (tooth breakage), and tooth interior fatigue fracture (deep contact chip-

ping). An algorithm has been developed for calculating the probability of failure-free operation  

of case-hardened spur gear transmissions. To restore the torque distribution density function in the 

proposed method, nonparametric statistics methods are implemented. In the calculation of contact 

stresses, the skew angle is taken into account, which is the sum of two angles: the skew angle due to 

deformations of the transmission elements and the housing; the total angle of technological misa-

lignment of wheel tooth surfaces, caused by errors in the manufacture of the teeth and mounting 

errors during the assembly of the transmission. An example of a test calculation of the probability 

of failure-free operation of a case-hardened spur gear transmission according to the presented meth-

od is given. Based on the work performed, conclusions are formulated. 

Keywords: probability of failure-free operation, nonparametric statistics methods, spur gear,  

machine reliability. 
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В статье приведена усовершенствованная методика расчета вероятности безотказ-

ной работы поверхностно упрочненных зубчатых цилиндрических передач.  Выполнен 

анализ существующих методов расчета вероятности безотказной работы зубчатых цилин-

дрических передач. Представлено дерево отказов поверхностно упрочненной зубчатой 

цилиндрической передачи. Вероятность безотказной работы поверхностно упрочненных 

зубчатых цилиндрических передач представлена как произведение вероятностей безот-

казной работы шестерни и колеса по следующим критериям (видам отказов): контактная 

выносливость (питтинг), изгибная выносливости (поломка зуба) и глубинная контактная 

выносливость (глубинной контактное выкрашивание). Разработан алгоритм методики 

расчета вероятности безотказной работы поверхностно упрочненных зубчатых цилиндри-

ческих передач. Для восстановления функции плотности распределения крутящего мо-

мента в предлагаемой методике реализованы методы непараметрической статистики. При 

расчете действующих контактных напряжений учитывался угол перекоса, являющийся 

суммой двух углов: угла перекоса, обусловленного деформациями элементов передачи и 

корпуса, и суммарного угла технологического перекоса поверхностей зубьев колес, вы-

званного погрешностями изготовления зубьев и ошибками монтажа при сборке передачи. 

Приведен пример тестового расчета вероятности безотказной работы поверхностно 

упрочненной зубчатой прямозубой цилиндрической передачи по представленной методи-

ке. На основе выполненной работы были сформулированы выводы. 

Ключевые слова: вероятность безотказной работы, методы непараметрической статистики, 

зубчатая цилиндрическая передача, надежность машин. 

1. Введение 

Зубчатые цилиндрические передачи являются неотъемлемой частью большинства 

технических систем: главной передачи электромобиля, верхнего привода буровой колонны, 

привода механизма судоподъемника и т. д. Отказ зубчатой передачи может повлечь за собой 

выход из строя всей технической системы, снизить ресурс или привести к отказу других эле-

ментов системы, создать аварийную ситуацию. Поэтому точная оценка надежности зубчатых 

передач так важна для современного мира. 

Вероятность безотказной работы является показателем надежности и определяет ве-

роятность того, что в пределах заданной наработки отказ объекта не возникнет. Под объек-

том подразумевается часть технической системы (конструктивный элемент, деталь, меха-

низм, привод и т. д.) либо система в целом.  

mailto:lebedevsergey1995@gmail.com
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Вероятность безотказной работы зубчатой передачи оценивается по различным типам 

отказов. Так для поверхностно-упрочненных передач возможными отказами в процессе экс-

плуатации будут являться не только потеря контактной или изгибной прочности, но и отсла-

ивание закаленного поверхностного слоя, вызванное потерей глубинной контактной прочно-

сти. На рис. 1 представлено дерево отказов поверхностно упрочненной зубчатой передачи. 

Возможными событиями, порождающими отказ передачи, являются контактное выкрашива-

ние (питтинг), поломка зуба и глубинное контактное выкрашивание (отслаивание упрочнен-

ного слоя); при этом вероятность одного и того же события для колеса и шестерни может от-

личаться ввиду различий в геометрии, материале и виде термообработки. Отметим, что в де-

реве отсутствует абразивный износ, т.к. в поверхностно упрочненных зубчатых передачах он 

практически отсутствует [1, 2]. 

 

 

Рис. 1. Дерево отказов поверхностно упрочненной зубчатой передачи 

Для расчета вероятности безотказной работы по критерию контактной и изгибной вы-

носливости необходимо иметь функции плотности распределения двух случайных величин: 

фактических и допускаемых напряжений. Обе функции представляют собой математические 

модели, уравнения которых представлены в стандартных методиках расчета передач [3, 4]. 

Часть параметров математических моделей являются случайными числами (крутящий мо-

мент, угол перекоса, твердость контактной поверхности и т. д.), поэтому при реализации 

расчета эти параметры задают выборками случайных чисел, взятых из экспериментальных 

данных [5], либо применяют датчики случайных чисел (ДСЧ) с заданными параметрами рас-

пределения [6]. Параметры, связанные с какими-либо технологическими факторами (по-

грешности сборки и изготовления), обычно задаются ДСЧ с логарифмически нормальным 

законом распределения [7]. Закон распределения крутящего момента может иметь различные 

уравнения, зависящие от условий эксплуатации. Так, в [8] работу зубчатой передачи делят на 

легкий, средний и тяжелый режимы, для каждого из которых определена функция плотности 

распределения крутящего момента. Рассмотрим подробнее конкретные случаи применения 

различных кривых плотности распределения крутящего момента для оценки надежности пе-

редач каких-либо технических систем. 
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В [9] выборка крутящего момента для расчета вероятности безотказной работы зубча-

того привода судоподъемника представляет собой порядковую статистику с логарифмически 

нормальной функцией плотности распределения, зависящей от четырех сил, действующих на 

судно: неуравновешенный вес, ветровая нагрузка, силы трения и силы инерции. Для расчета 

вероятности безотказной работы автоматической коробки передач [10] функция распределе-

ния крутящего момента задана распределением Вейбулла. Выбор кривой обоснован реко-

мендациями ISO 6336. В [11] при расчете редуктора мотор-колеса карьерного самосвала гра-

фик распределения удельной тяговой силы на колесе имеет форму, подобную логарифмиче-

ски нормальному распределению. Для оценки надежности зубчатых передач привода ветро-

генератора в [12] была использована выборка крутящего момента, представленного на рис. 2. 

Судя по изображению, можно заключить, что закон распределения крутящего момента имеет 

вид бимодальной функции. 

 

 

Рис. 2. Статистические данные крутящего момента на входном валу  

привода ветрогенератора [12] 

В [13, 14] функция плотности распределения крутящего момента определяется мето-

дами непараметрической статистики, для чего используются результаты экспериментальных 

данных. Такой подход делает методику оценки надежности более гибкой и универсальной. 

Помимо задания функций плотности распределения случайных величин при реализа-

ции расчетов вероятности безотказной работы, стоит отметить, что также совершенствуются 

и сами математические модели фактических и допускаемых напряжений поверхностно 

упрочненных зубчатых передач. Это связано, прежде всего, с тем, что увеличение твердости 

поверхностного слоя зуба снижает его упругопластические свойства, а это негативно влияет 

на предел изгибной выносливости. Поэтому в [15] при оценке надежности зубчатых передач 

по критерию изгибной выносливости учитывают параметры упрочненного слоя. Также учи-

тывают влияние микроструктуры материала зуба. В [16] учет макро- и микротрещин внутри 

тела зуба и функции изменения твердости упрочненного слоя при расчете изгибной прочно-

сти позволил получить результаты с погрешностью относительно эксперимента менее 10 %. 

Расчет вероятности безотказной работы по критерию глубинной контактной выносли-

вости является наименее разработанным (в результате анализа отечественной и зарубежной ли-

тературы не было выявлено ни одного примера методики определения вероятности безотказной 

работы – расчеты сводятся к определению коэффициента запаса прочности или срока службы 

передачи [17]). Во-первых, существуют различия в используемых методиках расчета глубинных 

напряжений ввиду различных теоретических положений: гипотезы Геста–Мора [18], обобщен-

ного критерия предельного состояния Лебедева–Писаренко для структурно неоднородного 

материала [19], критерия Финдли [20] и др. Во-вторых, важное значение для определения 
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предела глубинной выносливости имеет функция изменения твердости по глубине упроч-

ненного слоя, у которой также существует несколько уравнений [21]. В-третьих, при измене-

нии значения крутящего момента будет изменяться и глубина залегания минимального запа-

са прочности внутри тела зуба, что требует определения точки по глубине упрочненного 

слоя зуба, в которой будет рассчитана вероятность безотказной работы по критерию глубин-

ной контактной выносливости. 

В результате представленного выше анализа можно заключить, что разработка методоло-

гии оценки надежности поверхностно упрочненных зубчатых передач на сегодняшний день явля-

ется актуальной задачей. Цель данной статьи – представить усовершенствованную методику рас-

чета вероятности безотказной работы поверхностно упрочненных цилиндрических передач. 

2. Методика расчета вероятности безотказной работы зубчатых цилиндрических передач 

Любой вид отказа в зубчатой передаче является независимым событием. Рассматри-

вая зубчатую передачу как техническую систему, можем заключить, что вероятность безот-

казной работы будет равна произведению вероятностей безотказной работы по каждому  

из возможных отказов: 

𝑃зп(𝑡) = ∏ 𝑃𝑗
𝑘(𝑡)

6

𝑗=1

, (1) 

где 𝑃𝑗
𝑘(𝑡) – вероятность безотказной работы по каждому из возможных отказов шестерни  

и колеса; 𝑘 – индекс шестерни (𝑘 = 1) и колеса (𝑘 = 2); 𝑡 – время наработки. 

На рис. 3 представлен алгоритм методики расчета вероятности безотказной работы 

поверхностно упрочненных зубчатых цилиндрических передач. 

В блоке 1 (рис. 3) осуществляется ввод исходных данных, таких же, как и для прове-

рочного расчета зубчатой передачи. Отличием будет необходимость выбрать функцию плот-

ности распределения крутящего момента и ее параметры либо загрузить выборку значений 

крутящего момента. 

Блок 2 представляет собой отдельную программу, которая осуществляет восстановле-

ние функция плотности распределения крутящего момента, используя методы непараметри-

ческой статистики.  

Блоки 3 и 4 выполняют параллельные расчеты вероятности безотказной работы шестерни 

и колеса по критерию контактной и изгибной выносливости. Расчетные формулы, используемые 

в блоках 3 и 4, взяты из ГОСТ 21354-87. Датчиками случайных чисел задаются коэффициент, 

учитывающий распределение нагрузки между зубьями, технологические углы перекоса поверх-

ностей зубьев колес и значения допускаемых контактных и изгибных напряжений. 

Отличительной особенностью предлагаемой методики является расчет суммарного 

угла перекоса, который вычисляется как сумма двух углов: 

𝛾 = 𝛾𝑇 + 𝛾𝐹, (2) 

где 𝛾𝐹 – угол перекоса, обусловленный деформациями элементов передачи и корпуса, рад;  

𝛾𝑇 – суммарный угол технологического перекоса поверхностей зубьев колес, вызванного по-

грешностями изготовления зубьев и ошибками монтажа при сборке передачи, рад. 

Угол 𝛾𝐹 зависит от величины крутящего момента и определяется по зависимости: 

𝛾𝐹 = (
𝛾2

2
− 𝛾1) (

𝑇1
𝑖

𝑇1𝑛
)

2

+ (2𝛾1 −  
𝛾2

2
) (

𝑇1
𝑖

𝑇1𝑛
), (3) 
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где 𝑇1
𝑖 – i-е значение из выборки крутящего момента, Н ∙ м; 𝑇1𝑛 – номинальное (среднее) зна-

чение крутящего момента, Н ∙ м; 𝛾1 – угол перекоса зубьев в зацеплении, вызванный дефор-

мациями элементов передачи при 𝑇1𝑛, рад; 𝛾2 – угол перекоса зубьев в зацеплении, вызван-

ный деформациями элементов передачи при максимальном крутящем моменте, рад. 

 

 

Рис. 3. Алгоритм методики расчета вероятности безотказной работы поверхностно  

упрочненных зубчатых цилиндрических передач 
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В блоке 5 осуществляется расчет вероятности безотказной работы шестерни и колеса 

по критерию глубинной контактной выносливости. Подробно реализованный расчет описан 

в [22]. Для расчета в блоке 5 необходима выборка контактных напряжений, поэтому расчет 

выполняется после блока 3. 

В блоке 6 реализуется расчет вероятности безотказной работы зубчатой передачи  

по формуле (1). 

3. Результаты расчетов 

Используя представленную методику, выполним расчет вероятности безотказной ра-

боты для зубчатой цилиндрической передачи, параметры которой представлены в таблице. 

Таблица 

Параметры зубчатой передачи 

Параметр Значение 

Модуль, мм 10,5 

Число зубьев 

– шестерни 

– колеса 

 

12 

53 

Приведенный радиус кривизны в полюсе зацепления, мм 94,605 

Угол наклона зубьев, град. 0 

Материал 

– шестерня 

– колесо 

 

12ХН3А 

40Х 

Поверхностное упрочнение 

– шестерня 

– колесо 

 

цементация 

цементация 

Твердость поверхности зуба, HV 

– шестерня 

– колесо 

 

600 

570 

Твердость сердцевины, HV 

– шестерня 

– колесо 

 

320 

300 

Общая толщина упрочненного слоя, мм 2 

Эффективная толщина упрочненного слоя (по ГОСТ 21354-87), мм 1,007 

Модуль упругости, МПа 2,15 ∙ 105 

Коэффициент Пуассона 0,3 

Крутящий момент, кН ∙ м 5 

Скорость вращения колеса, об/мин 15 

Срок службы передачи, час 12 000 

 

Расчет выполнялся для выборки крутящего момента при номинальном значении  

5 кН∙м и функции плотности β-распределения (a = 6, b = 2), что соответствует тяжелому ре-

жиму работы зубчатой передачи [23]. 

Результаты расчетов по предлагаемой методике представлены на рис. 4. Наиболее 

вероятным типом отказа для рассчитываемой передачи будет контактное разрушение. 

Вероятность безотказной работы зубчатой передачи для заданного срока службы равна 

93,3 %. 

 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 3, 2022 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

22 

 

 

Lebedev S. Yu. and Syzrantsev V. N. Calculating the probability of the failure-free operation of spur gear transmissions //  

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures. – 2022. – Iss. 3. – P. 13–24. – DOI: 10.17804/2410-

9908.2022.3.013-024. 

 

 

Рис. 4. Результаты расчетов вероятности безотказной работы передачи 

4. Заключение 

На основе представленной работы можно сделать следующие выводы. 

Предложена методика расчета вероятности безотказной работы поверхностно упроч-

ненных зубчатых передач, отличающаяся тем, что: 

1. расчет выполняется для шестерни и колеса; 
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2. учитывается вероятность безотказной работы по критерию глубинной контактной 

выносливости; 

3. используются инструменты непараметрической статистики; 

4. при расчете контактных напряжений учитывается угол перекоса, вызванный  

деформацией элементов передачи и корпуса. 

На основе предложенной методики был выполнен тестовый расчет поверхностно  

упрочненной зубчатой передачи, вероятность безотказной работы которой была определена 

равной 93,3 %. 
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A method has been developed to increase hydrogen sorption by Ti2Ni powder, which con-

sists in mechanochemical alloying by titanium of Ti-Ni powder near the equiatomic composition. 

This method allows the hydrogen content in the powder material to be increased several times. It is 

possible to use the developed powder material for the safe storage and transportation of hydrogen in 

the metal hydride with a high hydrogen content, with reversible adsorption of hydrogen, in compar-

ison with the storage and transportation of hydrogen in compressed and liquid form. The developed 

method is simple to implement and low-cost; therefore, it is of economic and practical interest. For 

mechanochemical alloying, a high-intensity planetary ball mill was used, with a drum rotation 

speed of 1820 rpm and a processing time of 300 seconds. It is shown that, after mechanochemical 

alloying, the powder Ti-Ni (85 wt%) – Ti (15 wt%) powder consisted of TiNi in two modifications, 

namely B2 and B19`, and two Ti2Ni phases with different lattice parameters. The existence of two 

Ti2Ni phases is due to both the inheritance of this phase from the initial Ti-Ni powder (Ti2Ni(I)), 

and its formation during the interaction of titanium with TiNi (B2, B19`) in the process of mecha-

nochemical alloying (Ti2Ni(II)). The Ti2Ni (II) phase formed by mechanochemical alloying is more 

prone to interact with hydrogen with the formation of Ti2NiHx hydride than the Ti2Ni (I) phase pre-

sent in Ti-Ni powder before alloying. The lattice parameter of the Ti2Ni (II) phase increases by 17.6 

% during hydrogenation and corresponds to Ti2NiH2.8 hydride; this result exceeds the change in the 

cell volume of Ti2Ni obtained by other methods. 

Keywords: Ti2Ni, mechanochemical alloying, Ti, heat treatment, electrochemical hydrogenation. 
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Разработан способ увеличения сорбции водорода порошковым Ti2Ni, заключающийся  

в механохимическом легировании титаном порошка Ti-Ni вблизи эквиатомного состава. Пред-

ложенный способ позволяет увеличить содержание водорода в несколько раз в порошковом 

Ti2Ni, что делает весьма перспективным его использование для безопасного хранения и транс-

портировки водорода в виде гидрида металла с высоким содержанием водорода и высоким ка-

чеством водорода, как топливного газа. Разработанный способ является менее затратным в 

сравнении с другими технологическими подходами по насыщению материалов водородом, что 

представляет экономический и практический интерес. При механохимическом легировании 

использовалась высокоинтенсивная планетарная шаровая мельница со скоростью вращения 

барабана 1820 об/мин, длительностью обработки 300 сек. Методом рентгенофазового анализа 

показано, что порошок состава Ti-Ni (85 % мас.) – Ti (15 % мас.) после механохимического ле-

гирования состоял из TiNi в двух модификациях B2 и B19`, а также двух фаз Ti2Ni с разным 

параметром ячейки. Существование двух фаз Ti2Ni обусловлено как наследованием этой фазы 

из исходного порошка Ti-Ni (Ti2Ni(I)), так и ее формированием при взаимодействии титана c 

TiNi (B2, B19`) в процессе механохимического легирования (Ti2Ni(II)). Выявлено, что образо-

ванная фаза Ti2Ni (II) является более активной при поглощении водорода, что обусловило 

формирование гидрида Ti2NiHx, в то время как при взаимодействии водорода с фазой Ti2Ni(I) 

формируется твердый раствор. Параметр ячейки фазы Ti2Ni (II) в процессе гидрирования уве-

личился на 17,6 % и соответствовал составу гидрида Ti2NiH2,8, что превышает изменение объ-

ема ячейки Ti2Ni, полученного другими методами. 

Ключевые слова: Ti2Ni, механохимические легирование, Ti, термическая обработка, элек-

трохимическое гидрирование. 

1. Введение 

Водород является перспективным энергоносителем, поскольку имеет высокую 

удельную теплоту сгорания по сравнению с другими видами топлива, например бензин, 

природный газ и др. [1, 2]. Однако для его эффективного и безопасного использования 

необходимо исследование и разработка новых способов хранения водорода при комнат-

ной температуре и атмосферном давлении, которые бы превосходили хранение в сжатом 

или жидком виде [3]. 

В настоящее время исследуются перспективные системы хранения материала: физи-

ческое хранение (углеродистые материалы, металлоорганические каркасы) и химическое 

хранение (гидриды металлов) [4–6]. Сплавы аккумулируют атомы водорода из щелочных 
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электролитов, т.е. аккумулируют водород в Ni-MH-батареях, в связи с этим такие сплавы 

должны обладать не только высоким массовым содержанием водорода, но и отличной корро-

зионной стойкостью при погружении в щелочные электролиты. Так, сплавы для хранения 

водорода на основе LaNi5, Zr-Ti-V и Mg использовались в качестве материалов для промыш-

ленного производства Ni-MH-батарей [7]. Однако низкая теоретическая емкость cплава 

LaNi5, плохие кинетические свойства сплавов на основе Zr-Ti-V и отсутствие коррозионной 

стойкости сплавов Mg в щелочных электролитах, а также их высокая стоимость и большой 

удельный вес ограничивают их применение [8, 9]. 

Cплав Ti2Ni c гранецентрированной структурой является перспективным материалом 

при хранении и транспортировке водорода, поскольку обладает высокой коррозионной стой-

костью, имеет низкий удельный вес и способен обратимо адсорбировать водород [10–12].  

В работах [13–16] обнаружено, что при взаимодействии сплава Ti2Ni с водородом могут об-

разовываться шесть гидридных соединений: Ti2NiH0,5, Ti2NiH, Ti2NiH2 и Ti2NiH2,5, Ti2NiH3,3, 

Ti2NiH3,6. Получают сплав Ti2Ni разными методами – химическим восстановлением, измель-

чением, плавлением и электродеокислением [17–19]. При этом способ получения сплава 

Ti2Ni определяет аккумулирующую способность сплава к водороду [18, 19]. Обычно при 

синтезе сплава Ti2Ni используются отдельные порошки Ti и Ni, в то время как данные о ме-

ханохимическом легировании порошка Ti-Ni вблизи эквиатомного состава титаном отсут-

ствуют, хотя полученный сплав Ti2Ni механохимическим легированием системы Ti-Ni может 

обладать лучшей гидрирующей способностью за счет формирования высокодефектной 

структуры. С другой стороны, в [20] упоминается, что при реализации механохимического 

синтеза может увеличиваться область гомогенности, что может повлиять на состояние сфор-

мированной фазы Ti2Ni. Таким образом, цель работы – выявление закономерности влияния 

механохимического легирования титаном на структуру и фазовый состав порошка Ti-Ni и на 

его насыщение водородом. 

2. Материалы и методы исследования 

В работе использованы промышленные порошки никелида титана (Ti-Ni) и титана (Ti) 

производства «Полема» (Россия). Механохимическое легирование заключалось в обработке по-

рошковой смеси (Ti-Ni) – Ti в планетарной шаровой мельнице и гомогенизирующей термиче-

ской обработке в вакууме. Содержание порошка Ti, добавляемого в смесь с порошком Ti-Ni, со-

ставляло 15 % мас. Обработка в мельнице составляла 300 секунд при скорости вращения бара-

бана мельницы 1820 об/мин. Соотношение взаимодействия керамических мелющих тел с по-

рошковыми смесями выдерживалось как 5:1. При аналогичных условиях была проведена меха-

ническая обработка порошка Ti-Ni. Гомогенизирующая термическая обработка, обеспечиваю-

щая фазовую однородность порошковой смеси Ti-Ni (85 % мас.) – Ti (15 % мас.), проводилась 

при температуре 1000 °С с изотермической выдержкой в течение 30 мин при остаточном парци-

альном давлении 10
–4

 мм. рт. ст. Скорость нагрева выдерживали 5 °С/мин.  

Порошковые смеси гидрировали электрохимическим методом в ячейке. Электролит 

был приготовлен по методике, описанной авторами работы [21], и представлял собой смесь 

20 % водного раствора хлорида натрия с декстрином (1,5 г/л). Плотность катодного тока со-

ставляла 55 мА/см
2
, а напряжение в ячейке – 4 В. Перед гидрирование полученные смеси за-

мачивали в этиловом спирте в течение 2 мин. Длительность электрохимического гидрирования 

составляла 360 мин. 

Анализ структуры порошков проводили посредством сканирующей электронной микро-

скопии (СЭМ) TESCAN VEGA3 SBH. Фазовый состав изучали при помощи рентгеновской ди-

фракции при CuK-излучении. Съемка производилась в диапазоне углов 2 от 10 до 100 град. 

Параметры кристаллической ячейки определяли экстраполяцией по аппроксимирующей 

функции cos
2
() [22]. Уширение рентгеновских линий на половине высоты (FWHM) для фа-

зы Ti2Ni было определено из аппроксимации дифракционных линий при использовании 
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спектров функции Лоренца для дифракционной линии от плоскости (511). Область коге-

рентного рассеяния (ОКР) рассчитывали, используя уравнение Шеррера [23], для наиболее 

интенсивных линий – рентгеновских спектров. 

3. Результаты и обсуждение 

 

а б 

 

в г 

Рис. 1. СЭМ изображения и распределения частиц по размерам порошка Ti-Ni в исходном 

состоянии (а), после механической обработки порошков Ti-Ni (б) и Ti-Ni (85 % мас.) –  

Ti (15 % мас.) (в) и механически обработанный Ti-Ni (85 % мас.) –  

Ti после гомогенизирующей термической обработки (г) 

На рис. 1 представлены СЭМ изображения и распределения частиц по размерам 

порошка Ti-Ni и порошковой смеси состава Ti-Ni (85 % мас.) – Ti (15 % масс).  

Для выявления влияния механохимического легирования титаном на структуру 

частиц порошка Ti-Ni был проведен гранулометрический анализ порошков метолдом 

СЭМ. Для сравнения полученных результатов был также изучен порошок Ti-Ni после 

механической обрботки при аналогичных условиях. Порошок Ti-Ni в исходном состоя-

нии состоял из частиц нерегулярной формы с развитой поверхностью, средний размер 

частиц <d> составлял 11 мкм при стандартном отклонении  = 7,5 мкм, распределение 

частиц по размерам имело нормальный вид. Механическая обработка привела к суще-

ственному изменению гранулометрического состава и появлению рельефа на поверхно-

сти частиц порошка Ti-Ni, видно заметное увеличение <d> до 33,2 мкм и  = 25,7 мкм. 

Распределение частиц по размерам изменилось на бимодальное, что обусловлено дей-
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ствием двух конкурирующих механизмов – разрушением частиц и их агрегацией. Уве-

личение микронапряжений в частицах порошка в процессе механической обработки за 

счет истирания, свободного удара, раздавливания приводит к их разрушению [24, 25]. 

Избыточная свободная энергия образующихся при разрушении более мелких частиц яв-

ляется причиной образования агрегатов [26, 27]. После механической обработки Ti-Ni 

(85 % мас.) – Ti (15 % мас.) <d> составил 9,5 мкм, а у 7,0 мкм, что меньше <d> частиц 

порошка Ti-Ni в исходном состоянии и после механической обработки. По-видимому, 

введение титана (<d> = 6,5 мкм,  = 6,7 мкм) в смесь с порошком Ti-Ni препятствует 

агрегированию в процессе механохимического легирования. В процессе термической 

обработки механически обработанного порошка состава Ti-Ni (85 % мас.) – Ti (15 % 

мас.) <d> увеличился до 11,5 мкм, что более чем в 1,2 раза превышает размер частиц в 

этой порошковой смеси после механической обработки. Укрупнение частиц в процессе 

термической обработки обусловлено их консолидацией. В работе [28] указывается, что 

при термической обработке при температуре около 1000  °С может происходить оплав-

ление наиболее легкоплавкой составляющей порошковой смеси Ti2Ni. 

 

 

Рис. 2. Рентгенограммы порошков: 1 – Ti-Ni в исходном состоянии; 2 – Ti в исходном  

состоянии; 3 – Ti-Ni после механической обработки; 4 – порошковая смесь состава Ti-Ni 

(85 % мас.) – Ti (15 % мас.) после механической обработки: ■ – TiNi (B2); ■ – TiNi (B19`);  

♦ – Ti2Ni (E93); ● – Ni3Ti (D024); ● – Ti (A3). Вставки на рентгенограммах порошка Ti-Ni  

и порошковой смеси состава Ti-Ni (85 % мас.) – Ti (15 % мас.) после механической  

обработки демонстрируют появление рентгеноаморфной фазы 

На рис. 2 представлены рентгенограммы порошков Ti-Ni и Ti, а также порошков 

Ti-Ni и Ti-Ni (85 % мас.) – Ti (15 % мас.) после механической обработки. Видно, что фа-

зовый состав порошка Ti-Ni в исходном состоянии представлен фазами TiNi в кубиче-

ской (B2) и моноклинной модификациях (B19`), Ti2Ni с кубической структурой (E93) и 

Ni3Ti с гексагональной сингонией (D024). На рентгенограмме порошка Ti присутствова-

ли дифракционные линия, характерные фазе -Ti с гексагональной сингонией (А3). На 

рентгенограммах порошка Ti-Ni после механической обработки различимы дифракци-

онные линии, советующие фазе TiNi (B2). На рентгенограмме порошковой смеси соста-

ва Ti-Ni (85 % мас.) – Ti (15 % мас.) после механической обработки различимы дифрак-

ционные линии фаз TiNi (B2) и -Ti. Размер ОКР фазы TiNi (B2) в порошке Ti-Ni со-

ставлял 30 нм, в то время как при механической обработки Ti-Ni и механохимическом 

легировании порошка он уменьшился до ~5 нм. По-видимому, значительное уширение 
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дифракционных линий всех фаз в процессе механической обработки обусловлено, как 

уменьшением размера ОКР [29], так возникновением концентрационной неоднородно-

сти при легировании титаном полифазного порошка Ti-Ni. Также на рентгенограммах, 

полученных от порошков после механической обработки, появляется широкая дифрак-

ционная линия в интервале углов 2Θ от 40 ° до 46 °, свидетельствующая о формирова-

нии рентгеноаморфного состояния, что согласуется с работами авторов [30].  

На рис. 3 представлены рентгенограммы порошка Ti-Ni после термической обработки, 

порошковой смеси Ti-Ni (85 % мас.) – Ti (15 % мас.) после механохимического легирования 

и после гидрирования этого состава (рис. 3). После термической обработки порошка Ti-Ni на 

рентгенограмме присутствуют дифракционные линии фаз TiNi (B2, B19`), а также дифрак-

ционные линии, принадлежащие фазам Ti2Ni и Ni3Ti. После термической обработки легиро-

ванного порошка состава Ti-Ni (85 % мас.) – Ti (15 % мас.) на рентгенограммах присутство-

вали дифракционные линии, принадлежащие фазам TiNi (B2, B19`) и Ti2Ni. Обращает на се-

бя внимание расщепление рефлексов фазы Ti2Ni с индексами отражения 422, 511 и 440,  

т. е., по-видимому, в порошке присутствует две фазы Ti2Ni с разным соотношением титана и 

никеля и, соответственно, с разными параметрами решеток. Известно [31], что для сплава 

Ti2Ni существует область гомогенности ≈ 2 % мас. Параметр ячейки фазы Ti2Ni (I) составил 

а = 1,1285 ± 5∙10
–4

 нм и сохранялся без изменений при введении титана в порошковую смесь 

с Ti-Ni, подвергаемых механохимическому легированию и термической обработке. Параметр 

элементарной ячейки фазы Ti2Ni (II) уменьшился до 1,1275 ± 5∙10
–4

 нм. 

 

 

Рис. 3. Рентгенограммы порошков: 1 – Ti-Ni после термической обработки; 2 – порошковая 

смесь состава Ti-Ni (85 % мас.) – Ti (15 % мас.) после механохимического легирования;  

3 – порошковая смесь 2 подвергнутая гидрированию в течение 360 мин: ■ – TiNi (B2);  

■ – TiNi (B19`); ♦ – Ti2Ni (E93) (I); ● – Ni3Ti (D024); ● – Ti2Ni (E93) (II); ∆ – Ti2NiHx.  
Вставка на рентгенограмме порошковой смеси состава Ti-Ni (85 % мас.) – Ti (15 % мас.) после 

механохимического легирования демонстрирует появление расщепления рефлексов 511 

Можно предположить, что фаза Ti2Ni (I) легированным порошком наследована из ис-

ходного порошка Ti-Ni, которая подверглась консолидации в процессе высокоэнергетиче-

ской механической обработки и термической обработки. Параметр ячейки Ti2Ni (I) согласу-

ется с параметром ячейки (a = 1,1278 нм) фазы Ti2Ni в консолидированном порошковом ма-

териале [32]. Фаза Ti2Ni (II) образовалась в результате механохимического легирования при 
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высокоинтенсивной обработке и в результате последующей термообработки порошковой 

смеси (Ti-Ni) – Ti.  

На рентгенограмме порошковой смеси Ti-Ni (85 % мас.) – Ti (15 % мас.) после гидри-

рования в течение 360 мин, присутствуют дифракционные линии, принадлежащие кубиче-

ской фазе гидрида Ti2NiHx. При этом дифракционные линии гидридной фазы имеют инвер-

сию рентгеновских пиков, по-видимому, вследствие концентрационной неоднородности со-

держания водорода. При формировании твердого раствора, объем элементарной ячейки уве-

личивается до 5 % [33], в то время как образование гидрида сопровождается увеличением 

объема элементарной ячейки до 30 %. Параметр ячейки фазы Ti2Ni (II) в процессе гидриро-

вания увеличился от 1,1275 ± 5∙10
–4

 до 1,1902 ± 5∙10
–4

 нм, что соответствует увеличению 

объема ячейки на 17,6 %, указывающее на образование гидрида, при этом параметр ячейки 

соответствует составу гидрида Ti2NiH2,8. Элементарная ячейка фазы Ti2Ni (I) не претерпела 

столь значительных изменений, и в процессе гидрирования а составил 1,1263± 5∙10
–4

 нм. По-

хожий результат по увеличению параметра ячейки, а затем его уменьшению приводится в 

работе [34], по-видимому, образование гидрида на основе Ti2Ni (II) может происходить при 

участии Ti2Ni (I), а уменьшение параметра ячейки Ti2Ni (I) связано с перераспределением 

водорода с учетом концентрационной неоднородности частиц. 

В работе [14] сплав Ti2Ni подвергался электрохимическому гидрированию, в резуль-

тате которого объем элементарной ячейки увеличился на 14,1 %. В работе [33] газофазному 

гидрированию подвергался сплав TiNi (B2), объем элементарной ячейки при таком способе 

гидрирования увеличился на 2,2 %. Достигнутое увеличение объема элементарной ячейки 

Ti2Ni (II) в процессе гидрирования порошковой смеси состава Ti-Ni (85 % мас.) – Ti (15 % 

мас.) в течение 360 мин, составляющее 17,6 %, сопоставимо с данными работ [14, 33]. Таким 

образом, с учетом факта накопления водорода предпринятое механохимическое легирование 

титаном порошка Ti-Ni представляет практический интерес. 

4. Заключение 

В порошке Ti-Ni после термической обработки присутствовали фазы TiNi (B2, B19`), 

Ti2Ni и Ni3Ti, в то время как при механохимическом легировании Ti-Ni (85 % мас.) –  

Ti (15 % мас.) присутствовали фазы TiNi (B2, B19`) и две фазы Ti2Ni разного генезиса.  

Обнаружено, что наиболее активной к водороду является фаза Ti2Ni (II), которая образовы-

вается в результате механохимического легирования при высокоинтенсивной обработке и 

последующей термообработки, в отличие от Ti2Ni (I), унаследованной легированным по-

рошком из порошка Ti-Ni. Объем элементарной ячейки Ti2Ni (II) в процессе гидрирования 

в течение 360 мин увеличился на 17,6 %, что указывает на образование гидрида Ti2NiH2,8. 
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The main goal of the study is the atomistic determination of the static stress-strain state at 

the crack tip in isotropic and anisotropic linearly elastic materials by the molecular dynamics meth-

od implemented in the open source LAMMPS (Large-scale Atomistic/Molecular Massively Parallel 

Simulator). An extensive class of computational experiments has been carried out for a single-

crystal copper specimen with a central crack in the LAMMPS. The circumferential distributions of 

the stress tensor components obtained by molecular dynamics are compared with the angular distri-

butions of brittle fracture continuum mechanics, i.e. with Williams’ analytical solution to the prob-

lem of an infinite plate loaded with a central crack in a linearly elastic isotropic material. The com-

parison of the angular distributions of the stress tensor components gained in the framework of at-

omistic modeling and the angular distributions obtained from the classical solution of continuum 

mechanics has shown that, at the nanoscale level, the stress fields are in good agreement with their 

macroscopic values. 

Keywords: molecular dynamics approach, classical fracture mechanics, embedded atom potential 

(EAM), crack propagation. 
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Основная цель исследования – атомистическое определение напряженно-деформирован- 

ного состояния у вершины трещины в изотропном и анизотропном линейно упругих материалах 

методом молекулярной динамики, реализованным в открытом коде LAMMPS (Large-scale 

Atomistic/Molecular Massively Parallel Simulator).  

Выполнен широкий класс вычислительных экспериментов для пластины из монокри-

сталлической меди с центральной трещиной в LAMMPS. Окружные распределения компо-

нент тензора напряжений, найденные с использованием молекулярно-динамического моде-

лирования, сравниваются с угловыми распределениями континуальной механики хрупкого 

разрушения – с аналитическим решением М. Уильямса задачи о нагружении бесконечной 

пластинки с центральным разрезом в изотропном линейно упругом материале. Сопоставле-

ние окружных распределений компонент тензора напряжений, извлеченных из атомистиче-

ского моделирования, и угловых распределений, полученных из классического решения ме-

ханики сплошных сред, показало, что на наноразмерном уровне поля напряжений хорошо 

согласуются с их макроскопическими величинами. 

Ключевые слова: метод молекулярной динамики, классическая механика разрушения,  

потенциал погруженного атома, распространение трещины. 

1. Введение 

Работа посвящена атомистическому моделированию полей напряжений вблизи вер-

шины трещины в условиях нормального отрыва. Нахождение полей напряжений, деформа-

ций и перемещений было и остается актуальной задачей современной континуальной меха-

ники деформируемого твердого тела [1–5]. Однако, очевидно, что процессы разрушения и 

нелинейного деформирования, происходящие на макроскопическом уровне и описываемые в 

настоящее время при помощи математического аппарата механики сплошных сред, обуслов-

лены кристаллической структурой рассматриваемого материала. Поскольку механика 

сплошных сред исходит из концепции сплошности, она не может описать кристаллическую 

структуру материала. В настоящее время стали применять подход молекулярной динамики 

для подсчета параметров моделей механики разрушения [6–9]. Цель исследования – опреде-

ление напряженно-деформированного состояния на атомистическом уровне при помощи мо-

лекулярно-динамического моделирования структуры материала, в качестве которого была 

выбрана монокристаллическая медь.  

Задачи исследования – определение упругих свойств монокристаллической меди  

методом молекулярной динамики и сравнение упругих свойств, полученных этим методом,  
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с известными значениями из макроскопических экспериментов, а также определение компо-

нент тензора напряжений вблизи вершины трещины в условиях нормального отрыва.  

2. Постановка задачи и методы решения 

Первым этапом нашего исследования является определение упругих свойств моно-

кристалла меди методом молекулярной динамики, реализованным в LAMMPS. Это необхо-

димо для того, чтобы убедиться, что взятый нами потенциал (файл Cu_u3.eam) правильно 

моделирует свойства исследуемого нами материала. 

Определить тензор упругих модулей можно, используя потенциальную энергию  

атомов, которая зависит от компонент тензора деформаций и может быть разложена в ряд 

Тейлора: 

26 6

1 , 1

1
( ) (0) ,

2
i i j

i i ji i j

E E
E E   

   

 
  

  
 

 

где (0)E  – энергия исходного состояния равновесия; i  и 
j  – компоненты тензора дефор-

маций в нотации Фойгта. 

Компоненты тензора упругих модулей рассчитываются по формуле: 
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Для нахождения полей напряжений в непосредственной окрестности вершины тре-

щины использованы два подхода: теоретический подход континуальной механики разруше-

ния (ряд М. Уильямса) и вычислительный метод молекулярной динамики. 

Компоненты тензора напряжений в окрестности вершины трещины при помощи раз-

ложения М. Уильямса – асимптотического представления поля напряжений в условиях нор-

мального отрыва и/или в условиях смешанного нагружения – определяются формулой [1]: 
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где индекс m  соответствует виду нагружения и принимает значение 1 при нормальном от-

рыве, значение 2 – при поперечном сдвиге; m

ka  – амплитудные множители, связанные с гео-

метрической конфигурацией, типом и уровнем нагрузки и видом приложенной нагрузки; 
( )

, ( )k

m ijf   – угловые распределения компонент напряжений. 

Приведем формулы для функций, зависящих от угла, присутствующих в компонентах 

тензора напряжений при нормальном отрыве, представленные в работах [1, 10]: 
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Приведем выражения для амплитудных множителей (коэффициентов ряда М. Уиль-

ямса) поля напряжений в изотропной линейно упругой бесконечной пластине, ослабленной 

центральной трещиной длины 2a  при нормальном отрыве [1]: 

1 1 22
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Ранее [3–5] была показана необходимость сохранения высших приближений в асимп-

тотическом представлении М. Уильямса, мы будем удерживать 20 слагаемых при нахожде-

нии компонент тензора напряжений этим методом. 

Следующий подход – метод молекулярной динамики, реализованный в пакете 

LAMMPS. В данном методе компоненты тензора напряжений вычисляются по формуле [11]: 
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где ,   – индексы декартовой прямоугольной системы координат; V  – полный объем си-

стемы; 
ir  и 

jr  – координаты атома i  и атома ;j  ijf  – компонента силы, действующая на 

атом i  со стороны атома ;j  
im – масса i -го атома; 

iv  и iv  – скорости атома i  вдоль 

направлений   и   соответственно. 

3. Детали моделирования и результаты  

Для определения компонент тензора упругих модулей гранецентрированной кубиче-

ской меди были рассмотрены образцы кубической формы, включающие в себя 32 000 ато-

мов. Для задания межатомного взаимодействия использовался файл Cu_u3.eam. Временной 

шаг моделирования был равен stept  0,001 пс. Система приводилась в равновесное состояние 

при помощи NVE ансамбля в течение 2 пс. Был выбран этот ансамбль, так как для рассмат-

риваемых условий нет отличий в результатах исследования при моделировании c NVE или 

NVT ансамблями. Затем для поддержания температуры в 0,1 К использовался термостат Но-

зе–Гувера в каноническом NVT ансамбле, реализованный в программном пакете LAMMPS 

командой fix nvt. Используя команду erate, задавалась постоянная скорость деформации 
0   0,01ij  1/пс, соответствующая различным компонентам тензора деформации. При i j  

компоненты тензора деформации ii  определялись формулой 0

iii i t  , где t  – время моде-

лирования на соответствующем шаге. Компоненты тензора деформации 
ij  определялись 

формулой 01

2
iij j t  . Время моделирования куба для определения упругих модулей было 

равным 30 пс. 

Задавая таким образом различные компоненты тензора деформации в программном 

пакете LAMMPS, записывали выходной файл со значениями энергии, компонент тензора де-

формации и объема. Затем полученные значения обрабатывали кодом, написанным на языке 

Python, где по значениям энергии и соответствующим им деформациям строили аппрокси-

мирующую полиномиальную кривую и выводили ее коэффициенты, для находения упругих 

констант. На рис. 2 представлена зависимость потенциальной энергии от компоненты тензо-

ра деформации 11  для расчета 𝐶11. 
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Рис. 1. Визуализация в программе OVITO блока атомов при 𝑡 = 0 

 

Рис. 2. Зависимость потенциальной энергии блока атомов от компоненты тензора деформа-

ции 11  для расчета 𝐶11. Красные точки – результат молекулярно-динамического моделиро-

вания; черная линия – аппроксимирующая полиномиальная кривая 

Таким образом, мы получили тензор упругих модулей исследуемого материала, кото-

рый содержит три независимых упругих константы, что отвечает кубической кристалличе-

ской решетке: 

162 115 0 0 0 0

115 162 115 0 0 0

115 115 162 0 0 0

0 0 0 81 0 0

0 0 0 0 81 0

0 0 0 0 0 81
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Компоненты тензора упругих модулей представлены в ГПа. Полученный результат с 

достаточной точностью согласуется с известными макроскопическими значениями [12]. 

При использовании онлайн-инструмента ELATE [13] по тензору упругих модулей был 

построен график распределения модуля Юнга. Получившаяся геометрическая фигура иллю-

стрирует относительное удлинение по каждому направлению для гранецентрированной ку-

бической меди. 
 

 

Рис. 3. Модуль Юнга ГЦК-меди 

Следующий этап исследования – сопоставление классического решения континуаль-

ной механики деформируемого твердого тела с результатами, полученными атомистическим 

подходом. 

При помощи программы LAMMPS моделировалась пластинка размерами 398,6Å ×  

× 398,6Å × 11,96Å, состоящая из 200 000 атомов, с центральной трещиной размером 

36,5Å, полученной путем исключения выбранной группы атомов. Материалом пластин-

ки является гранецентрированная кубическая медь с параметром решетки 3 ,6150. Зада-

вались периодические граничные условия. Временной шаг моделирования был равен 

0,001stept  пс. Система приводилась в равновесное состояние при использовании NVE 

ансамбля в течение 2 пс. Использовался потенциал погруженного атома (файл 

Cu_u3.eam). Для поддержания температуры в 0,1 К использовался термостат Нозе–

Гувера в каноническом NVT ансамбле. 

Температура считалась равной 0,1 К для минимизации влияния пластической де-

формации и максимального удержания пластинки в упругом состоянии, поскольку целью 

настоящего исследования было сравнение полей напряжений, полученных методом моле-

кулярной динамики, с полями напряжений, полученными с помощью линейной механики 

разрушения. Была необходимость, чтобы все эффекты, связанные с пластическим дефор-

мированием, появлялись как можно позже. С увеличением температуры, появляются дис-

локации и эффекты затупления вершины трещины гораздо раньше, и тогда временной 

диапазон, на котором мы можем сравнить решение континуальной механики и решение 

молекулярной динамики, существенно сузится, поэтому температура была выбрана мак-

симально низкой. 
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Рис. 4. Распределение компоненты тензора напряжений 11  при 0,2t  пс и 0,6t  пс 

 

Рис. 5. Распределение компоненты тензора напряжений 12  при 0,2t  пс и 0,6t  пс  

 

Рис. 6. Распределение компоненты тензора напряжений 22  при 0,2t  пс и 0,6t  пс 

Пластина растягивалась с постоянной скоростью деформации 0

22   0,01   1/пс, заданной 

командой erate (тем самым задавалась скорость деформирования вдоль оси 2x ). Длина пластины 

L  менялась с течением времени по закону   0

0

22(1 )L t L t , где t  – прошедшее время (в пико-

секундах); 0L  – исходная длина пластины. Моделирование пластины с центральной трещиной 

проводилось в течение 8 пс, поскольку в этот временной промежуток трещина не распространя-

лась, по этой причине мы можем сравнить решение молекулярной динамики и решение классиче-

ской механики разрушения для неподвижной трещины. Записывался выходной файл, содержащий 

компоненты тензора напряжений и координаты всех атомов в разные моменты времени. В про-

граммном пакете визуализации OVITO были получены рис. 4–6, демонстрирующие распределе-

ния составляющих тензора напряжений в разные моменты времени. 

В пакете OVITO выбирали контур с центром в вершине трещины и записывали новый 

выходной файл, содержащий координаты атомов и значения компонент тензора напряжений 

в выбранной области (рис. 7). 
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Рис. 7. Выбор кольцевой области с внешним радиусом 18 Å и внутренним радиусом 12 Å  

на примере с распределением компоненты тензора напряжений 11   

в момент времени 0,6t  пс 

 

а б 

 

в 

Рис. 8. Характерные окружные распределения компонент 11  (а); 21  (б); 22  (в) вокруг  

вершины трещины. Точки – угловые распределения компонент тензора напряжений,  

получаемых методом МД; сплошная линия – угловые распределения компонент тензора  

напряжений, полученных при использовании разложения Уильямса,  

содержащего 20 слагаемых 

Полученный в OVITO файл обрабатывался кодом, написанным на языке Python. Для 

значений, полученных методом молекулярной динамики, декартовы координаты переводи-
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лись в полярные и строились зависимости компонент тензора напряжений 11 12 22, ,    от по-

лярного угла  . Также на этих графиках строились зависимости компонент тензора напря-

жений 11 12 22, ,   , полученные при использовании классического решения Уильямса, со-

держащего 20 слагаемых, от полярного угла  , изменяющегося от   до  . 

4. Заключение 

Сопоставление окружных распределений компонент тензора напряжений, получен-

ных в рамках атомистического моделирования, и угловых распределений, полученных ана-

литическими решениями механики сплошных сред, показало, что на наноразмерном уровне 

поля напряжений хорошо согласуются с их макроскопическими величинами и, следователь-

но, классическая механика разрушения может применяться на атомистическом уровне и из-

вестные параметры могут быть использованы для создания связи между моделями на атоми-

стическом и макроскопическом уровнях. 
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The paper presents an exact solution to the boundary value problem describing the steady-

state unidirectional flow of a viscous incompressible fluid. The fluid moves in an infinite horizontal 

strip (infinite fluid layer). The fulfillment of the no-slip condition is postulated at the lower bounda-

ry of the viscous fluid layer. At the upper boundary, which is assumed to be rigid, non-uniform ve-

locity distribution is specified. The deformation of the free boundary is neglected due to the use of 

the rigid-lid boundary condition. The exact solution to the equations of the hydrodynamics of in-

compressible fluids automatically satisfies the continuity equation (the incompressibility equation). 

The velocity function is harmonic in this case. The simplest exact solution satisfying the Laplace 

equation is constructed, which takes into account the features of the velocity field along the trans-

verse (vertical) coordinate and one of the longitudinal (horizontal) coordinates. The paper analyzes 

the topological properties of the velocity field, the tangential stress field, the vorticity vector, specif-

ic kinetic energy, and specific helicity. 

Keywords: Couette flow, inhomogeneous flow, exact solution, counterflows, shear stresses, specif-

ic kinetic energy, specific helicity. 
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В статье приведено точное решение краевой задачи, описывающей установившееся 

однонаправленное течение вязкой несжимаемой жидкости. Жидкость движется в бесконеч-

ной горизонтальной полосе (бесконечном слое жидкости). На нижней границе слоя вязкой 

жидкости постулируется выполнение условия прилипания. На верхней границе, которая по-

лагается недеформируемой, задано неоднородное распределение скорости. Пренебрежение 

деформацией свободной границы обусловлено использованием граничного условия типа 

твердой крышки. Приведенное в статье точное решение уравнений гидродинамики несжима-

емой жидкости автоматически удовлетворяет уравнению непрерывности (уравнению несжи-

маемости). В этом случае функция скорости является гармонической. Построено простейшее 

точное решение, удовлетворяющее уравнению Лапласа, которое учитывает особенности по-

ля скоростей по поперечной (вертикальной) координате и по продольной (горизонтальной) 

координате. В статье проанализированы топологические свойства поля скорости, поля каса-

тельных напряжений, вектора завихренности, удельная кинетическая энергия  

и удельная спиральность. 

Ключевые слова: течение Куэтта, неоднородное течение, точное решение, противотечения, 

касательные напряжения, удельная кинетическая энергия, удельная спиральность. 

1. Введение 

Точное решение Куэтта   , ;0;0xV z tV  описывает изобарические однонаправлен-

ное слоистое и сдвиговое течение вязкой несжимаемой жидкости между двумя недеформи-

руемыми бесконечными пластинами [1–9]. Линейный профиль поля скорости Куэтта 

  ;0;0 ,U zV  

точно удовлетворяющий уравнению Орра–Зоммерфельда, является наиболее частым фоно-

вым течением, исследуемым на гидродинамическую устойчивость для различных классов 

возмущений [2, 4, 6–19].  

Недавно были опубликованы статьи, в которых анонсировались обобщения плоского 

течения Куэтта [20–28]. В работах [20–28] были получены точные решения типа Куэтта для 

двумерного поля скоростей, зависящего от трех координат и времени:  
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    , , , ; , , , ;0x yV x y z t V x y z t V
 

            0 1 2 0 1 2, , , ; , , , ;0U z t U z t x U z t y V z t V z t x V z t y     . 

Такие точные решения описывают неоднородное течение Куэтта [20–28]. Рассмотре-

ны модификации полученных в [20–28] семейств точных решений размерности (2+1)  

на трехмерные движения вязкой несжимаемой жидкости [24, 28, 29].  

Характерная особенность точных решений, анонсированных в [20–28], заключается в 

рассмотрении нелинейных эффектов при задании граничных возмущений для неоднородного 

поля скоростей. В статьях [20–28] были предложены математические модели, объясняющие 

экваториальные противотечения мирового океана и позволяющие учесть усиление скоростей 

и колебаний крупномасштабных волновых движений, но исследование устойчивости такого 

класса течений к настоящему времени не проведено. 

Гидродинамическая устойчивость неоднородных течений Куэтта не изучалась, поскольку 

для таких фоновых течений нельзя применять метод нормальных мод, который традиционно ис-

пользуется в гидродинамической устойчивости. Таким образом, чтобы исследовать двумерные и 

трехмерные неоднородные течения Куэтта, нужно исследовать точные решения одномерного по 

скоростям (однонаправленного) движения жидкости, индуцированного распределением скорости, 

зависящей от горизонтальной (продольной) координаты по степенному закону. Этот подход был 

впервые описан в статье [30], где приводится точное решение 

    
0

, , ;0;0 , ;0;0
!

kn

x k

k

y
V y z t U z t

k

 
   

 
V

 

для описания нестационарного течения одномерного по скорости, но двумерного по коорди-

натам. 

В статье проводится исследование простейшей краевой задачи, описывающей устано-

вившееся неоднородное течение с квадратичным профилем движения  

        
2

0 1 2, ;0;0 ;0;0
2

x

y
V y z U z U z y U z

 
    

 
V

 

верхней границы бесконечного горизонтального слоя жидкости. Подробно изучено полино-

миальное поле скоростей, распределение касательных напряжений и компонент вектора за-

вихренности. Показано, что все гидродинамические поля стратифицируются как по верти-

кальной, так и по горизонтальной координатам. 

2. Постановка задачи 

Установившееся однонаправленное изобарическое течение вязкой несжимаемой жид-

кости описывается системой, состоящей из уравнения Навье–Стокса и уравнения непрерыв-

ности (уравнения несжимаемости) [30]: 

x
x x

V
V V

x



 


; 

0xV

x





. (1) 
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Здесь  , ,xV x y z  – ненулевая компонента вектора скорости однонаправленного тече-

ния жидкости;  – кинематическая (молекулярная) вязкость жидкости, 

2 2 2

2 2 2x y z

  
   

  
 – 

трехмерный оператор Лапласа. 

Система уравнений (1) является переопределенной [30]. Для нахождения нетривиаль-

ных (ненулевых) точных решений системы (1) подставим соотношение 0xV

x





 в первое 

уравнение и учтем, что в силу уравнения неразрывности функция не зависит от продольной 

(горизонтальной) координаты x  [30]. В этом случае система (1) трансформируется к дву-

мерному уравнению Лапласа: 

2 2

2 2
0x xV V

y z

 
 

 
. (2) 

Таким образом, скорость  ,x xV V y z  является гармонической функцией.  

Движение жидкости происходит в бесконечно протяженном горизонтальном слое, ко-

торый ограничен двумя плоскими границами (бесконечными абсолютно жесткими пласти-

нами). Нижняя граница слоя 0z   неподвижная. При движении жидкости будем считать вы-

полненным условие прилипания: 

 ,0 0xV y  . (3) 

Верхняя граница z h  ( h  – толщина слоя жидкости) движется по закону: 

 
2

,
2

x

y
V y h W Ay B   . (4) 

Скорость жидкости на верхней границе является параболическим профилем относи-

тельно координаты y , описывающим суперпозицию поступательного и вращательного дви-

жений. Как было показано в статьях [20–24, 26–28], задание краевого возмущения приводит 

к генерации вертикальной закрутки в жидкости и неоднородному распределению касатель-

ных напряжений. 

3. Точное решение 

Уравнение Лапласа (2) имеет так называемое фундаментальное решение [4]. В статье 

мы ограничимся исследованием полиномиального решения без добавки фундаментального 

решения. Точное решение системы (1) и, как следствие, линейного уравнения второго поряд-

ка эллиптического типа (2) находим в виде [30]:  

     
2

0 1 2( , )
2

x

y
V x z U z U z y U z   . (5) 

Точное решение (5) получено благодаря применению обобщения метода разделения 

переменных [2, 9, 24, 31–37]. Для определения неизвестных функций 0U , 1U  и 2U  вычислим 

частные производные для скорости xV , определяемые формулой (5): 
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2

22

xV
U

y





;   

2 2

0 1 22 2

xV y
U U y U

z


    


. 

Здесь штрих обозначает дифференцирование по вертикальной (поперечной) коорди-

нате z .  

Подставив полученные выражения в уравнение (2), получим многочлен относительно 

горизонтальной переменной: 

2

2 0 1 2 0
2

y
U U U y U      . 

Приравнивая выражения при одинаковых степенях y (метод неопределенных коэффи-

циентов), получаем простейшую систему обыкновенных дифференциальных уравнений ше-

стого порядка: 

1 0U  ;  2 0U   ;  2 0 0U U   . 

После последовательного интегрирования системы, получаем выражения для функ-

ций, описывающих поле скоростей (3): 

1 1 2U с z c  ;  2 3 4U с z c  ; 

3 23 4
0 5 6

6 2

c c
U z z c z c

 
     

 
. (6) 

Формулы (6) иллюстрируют распределение фонового течения 0U  по кубическому  

закону, а пространственное ускорение 1U  и кривизна поля скоростей 2U  являются линейны-

ми функциями. 

3.1. Краевая задача 

Для определения постоянных интегрирования 1с , 2с , 3с , 4с , 5с  и 6с , входящих  

в точное решение (6), запишем граничные условия (3) и (4) с учетом структуры поля ско-

ростей (5): 

 0 0 0U  ,   1 0 0U  ,   2 0 0U  ; 

 0U h W ,   1U h A ,   2U h B . (7) 

Учитывая граничные условия, получаем значения для постоянных интегрирования: 

2 0с  ,  4 0с  ,  6 0с  ; 

1

A
с

h
 ,  3

B
с

h
 ,  5

6

Bh W
с

h
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Подставляя константы 1с , 2с , 3с , 4с , 5с  и 6с , получим точное решение краевой  

задачи: 

1

A
U z

h
 , 2

B
U z

h
 , 

2
3

0
6 6

B Bh z
U z W

h h

 
    

 
. 

Для анализа поля скоростей 

2 2
2

6 6 2
x

z B Bh y
V z W Ay B

h

 
      

 
 (8) 

введем безразмерную координату 
z

Z
h

 . В этом случае скорость записывается следующим 

образом: 

2 2 2
2 .

6 6 2
x

Bh Bh y
V Z Z W Ay B

 
      

   

Поскольку целью настоящей статьи является исследование скорости и других гидро-

динамических полей при ненулевом значении параметра B , то для дальнейшего исследова-

ния выражение для скоростей удобно представить как 

 2 2 2 2 2 2 2 26 6
3 6 6 3x

Z W A Z
V Z h h y y Z h w h ay y

B B B B

 
             

   

     2 22 2 2 2 2 26 3 3 3
Z Z

Z h w h a y a Z h b y a
B B

           . 

(9) 

При упрощении выражения для скорости введены следующие обозначения: 

A
a

B
 , 

W
w

B
 , 

2

2 2 26
6 3 3

W A
b w h a h

B B

 
       

 
, 

которые понадобятся далее.  

3.2. Анализ скорости и удельной кинетической энергии 

Для исследования поля скорости (9) для начала положим 0y  . В этом случае течение 

жидкости характеризуется застойной точкой (точкой покоя), которая определяется уравне-

нием 

2 2 23 0.Z h b a     

Разрешая это уравнение, получим выражение для переменной Z , определяющей гра-

ницу, относительно которой происходит движение встречных однонаправленных потоков 

фонового течения вязкой несжимаемой жидкости: 

2

2

3
.

b a
Z

h
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Отметим, что противотечения в жидкости будут регистрироваться при выполнении 

двойного неравенства: 

2

2

3
0 1.

b a

h


   

Возвращаясь к прежним обозначениям, получим, что вертикальная (поперечная) стра-

тификация фоновой скорости при установившемся течении жидкости регистрируется при 

выполнении неравенства: 

2

1
0.

6

W

Bh
  

 

Таким образом, для существования встречных потоков параметры W  и B  должны 

быть разных знаков. 

Учитывая неоднородность течения жидкости, получим уравнение застойной линии, 

существующей при движении жидкости: 

 
22 2 3 0.Z h b y a      (10) 

Очевидно, что совокупность точек покоя при 0b   принадлежит кривой второго по-

рядка гиперболического типа: 

 
22 2 3

1.
y aZ h

b b


 

 

В том случае, если 0b  , то множеством застойных точек является пара пересекаю-

щихся прямых 

       2 2 23 3 3 0.y a Z h y a Zh y a Zh       
 

Завершая исследование одномерного поля скоростей (9), заметим, что в потоке жид-

кости существует две застойные точки относительно вертикальной координаты Z , завися-

щие от значения горизонтальной координаты y . 

Наличие двух застойных точек у скорости V  равносильно тому, что удельная кинети-

ческая энергия 

22 2
2 2 2 2

2

6 6
3

2 2

xV Z W A
E Z h h y y

B B B

   
       

   

немонотонно распределена относительно координат Z  и y  и может принимать не более 

двух нулевых значений внутри слоя жидкости, определяемых формулой (10). 

3.3. Анализ касательного напряжения и завихренности 

Напомним, что для классического установившегося течения Куэтта с линейным про-

филем  

xV Az B 
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касательное напряжение  

x
xz

V
A

z


    

  

является постоянным, т. е. в жидкости регистрируются только растягивающие или сжимаю-

щие напряжения. Знак касательного напряжения xz  зависит от величины параметра A , 

определяющего разность граничных скоростей [1–9].  

Касательное напряжение для поля скоростей, определяемое формулами (9), записыва-

ем следующим образом: 

2 2 2

2 6 2

x
xz

V Bz Bh By
W Ay

z h

  
         

  
. (11) 

Касательное напряжение xz  может стратифицироваться по обеим координатам z  и .y  

По координате z возможно расслоение только на две области, а по координате y  – до трех 

зон. Приравняв нулю выражение для касательного напряжения xz , получим уравнение для 

определения границ нейтральных линий гиперболического типа: 

2 2 2

0.
2 6 2

Bz Bh By
W Ay     

 

Учитывая, что рассматривается неоднородное распределение скорости, ненулевое 

значение принимает еще одна компонента тензора вязких напряжений:  

 x
xy

V z
A By

y h

 
    


. (12) 

Стратификация сдвигового напряжения xy  возможна только по горизонтальной (про-

дольной) координате и будет иметь место при  

A
y

B
  . (13) 

Покажем далее, что анализ завихренности эквивалентен исследованию поля касатель-

ных напряжений. Вектор завихренности   определяется символическим определителем: 

0 0x y z x

x y z x y z

V V V V

     
    

     
V

i j k i j k

 

x x
y z

V V

z y

 
    

 
j k j k =  

 
2 2 21

2 6 2

Bz Bh By z
W Ay A By

h h

    
          

   
= j k =  
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xyxz



 

= j k . 

Здесь 
x y z

  
   

  
i j k  – оператор Гамильтона, а символы V  обозначают опе-

рацию ротора от вектор-функции.  

Очевидно, что направление компоненты завихренности y  может менять направле-

ние вихря, движущегося вдоль оси ординат, до двух раз, а вертикальная компонента z  – 

однократно. Таким образом, течение вязкой несжимаемой жидкости всюду вихревое за ис-

ключением линии, определяемой равенством: 

2 2 0.xz xy     (14) 

Подставив в равенство (14) формулы (11) и (12), получим громоздкое выражение: 

2 2 4 2 2 2 2 2 2 2 2 4
2 2 2

2
2

4 6 2 3 36

B z B z h B z y BWh B h
BWz W WAy BWy

h


        

  

 
2 2 2 2 2 4 2 2

2 2 3 2 2 2

2
0.

3 6 4

BAyh B h y B y z
A y BAy A ABy B y

h

 
        


 

(15) 

Для его упрощения воспользуемся соотношением (13). После подстановки (13) в (15) 

получим равенство: 

2
2 2 2

0.
2 6 2

Bz Bh A
W

B

 
     
 

 

Следовательно, в потоке вязкой несжимаемой жидкости существует единственная 

точка 

2 22

6 2

Bh A
z W

B B

 
   

 
, ,

A
y

B
   

в которой движение является безвихревым при ограничениях на параметры краевой задачи 

2 21
0

6 2 2

Bh A h
W

B B

 
    

 
. 

Последнее двойное неравенство обусловлено диапазоном изменения вертикальной 

(поперечной) координаты. 

4. Заключение 

В статье изучено простейшее точное решение, описывающее изотермическое неодно-

родное однонаправленное течение вязкой несжимаемой жидкости. Точное решение уравне-

ний Навье–Стокса получено в классе полиномов. Данное точное решение описывает вихре-

вое движение, которое может локально вырождаться в потенциальное движение. Показано, 
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что учет пространственного ускорения влечет стратификацию поля скоростей с нетривиаль-

ной топологией. Исследование поля касательных напряжений показывает неоднородность их 

распределения, причем со сменой знака величины компонент тензора напряжений.  
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